Kombinowanie o nieskonczonosci.
4. Jak zmierzyc¢?

Projekt ,Matematyka dla ciekawych $wiata”
spisat: Michat Korch

19 kwietnia 2018

Troche rzeczy z wykladu

Prezentacja multimedialna do wyktadu.

Nieskonczone sumy

Bedzie nam sie zdarzaé potrzebowaé rozwazaé nieskonczone sumy. Standardowy przyklad, to

1 1 1 1
— -+ -+ —+
2 4 8 16
Jest jasne, ze wynik tego sumowania to 1. Relatywnie latwo sumowaé tez tak zwane sumy geometryczne, czyli
sumy postaci:
a+aq+aq®+ag®+...,

gdzie a to dowolna liczba, a ¢ < 1. Zauwaz, ze

a(l-¢?
a+ag=2L=9)
I-¢q
oraz .
1—
a+aq+aq’ = M.
I-q
Zatem suma pierwszych n wyrazéw tej sumy, to
1 _ AN
a+aq+aq®+...a¢" 1t = M.
l-q
Skoro g < 1, to g™ jest coraz blizsze 0, to mamy
a+ag+ag®+ag®+ ... = e
I-q

Postulaty dotyczace miary
Whprowadziliémy nastepujace postulaty dotyczace miary.
1. Odcinek [a,b] (dla a < b) ma dlugosé b - a.
2. Przesuniecie zbioru nie zmienia jego dtugosci.
3. Dlugo$é sumy skonczenie wielu roztacznych zbioréw jest suma ich dtugosci.

4. Dlugosé sumy przeliczalnie wielu roztacznych zbioréw jest suma (nieskoniczona) ich diugosci.

Infimum

Infimum pewnego zbioru liczb to najwieksza liczba rzeczywista mniejsza réwna od wszystkich liczb w tym
zbiorze. Na przyktad
inf{1,1/2,1/3,1/4,...} =0.
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Miara Lebesgue’a

Miara (dlugo$é) Lebesgue’a, czyli dlugos$é zbioru na prostej to infimum wszystkich miar (sum dlugosci odcinkéw)
pokry¢ tego zbioru przeliczalna liczbg odcinkow.

Na przyklad, miara zbioru Cantora, ktéry powstaje z odcinka przez iteracyjne nieskonczone powtarzanie
krokéw: usuwamy Srodkows jedna trzecia z kazdego odcinka, wynosi zero. Rzeczywiscie, mozemy go pokryc
odcinkiem o dlugosci 1, mozemy go pokryé dwoma odcinkami o diugosci 1/3, czterema odcinkami o dlugosci
1/9, itd., ale

inf{1,2/3,4/9,...} = 0.

Zbiory niemierzalne

Pokazalismy, ze zalozenie, ze mozna zmierzy¢ kazdy zbior jest nieco na wyrost — przy zalozeniu aksjomatu
wyboru, mozemy zauwazy¢, ze istnienie miary dla pewnych zbioréw prowadzi do sprzecznosci z zalozonymi
przez nas postulatami. Jesli jednak weZzmiemy pod uwage tylko takie zbiory A, ze dla kazdego zbioru E, m(FE) =
m(An E)+m(E~ A), to dla tych zbioréw wszystkie nasze postulaty sa spelnione. Te zbiory nazywane sa
mierzalnymi.

Pole i calka

Analogicznie do dtugosci zbiorow na prostej mozemy liczy¢é pola powierzchni skomplikowanych figur. Tym
razem zamiast pokry¢ odcinkami, bede pokrywaé prostokatami. Czyli pole obszaru to infimum wszystkich pél
powierzchni pokry¢ tego zbioru przeliczalng liczba prostokatéw.

Calka fab f(x) dx nazywamy pole pod wykresem danej funkcji f miedzy zadanymi punktami (a,b), np.

2
f rdx =2,
0

poniewaz obszar pod wykresem y = z od punktu = 0 do punktu = = 2 to réwnoramienny trojkat prostokatny
o boku (i wysokosci) 2, pole tego tréjkata to 2-2/2 = 2.

Bardzo czesto pola pod wykresami funkcji (zgodnie z definicja pola podana wyzej) bedziemy liczyé przybli-
zajac je prostokatnymi cienkimi stupkami.

1 Latwe

1. Policz nastepujace nieskonczone sumy:

1,1, 1
a) l+g+g+g+...

b) 3+2+15+3+...

c) 2014 +212+225 + ...

d) 6+4+3+2+11+1+3 414+ .

4 2
e) 6-4+3-2+17-1+3 -2+,

2. Policz nastepujace nieskoficzone sumy:

a) 1-1+ +...

1_1
173
b) 1+2+1

¢) 1+v2+2+...

+...

3. Sprébujmy zsumowadé szereg
1-1+1-1+...

Mamy (1-1)+(1-1)+...=0, jednoczesnie 1 + (-1 +1) + (-1 + 1) +... = 1. Ze wzoru na sume szeregu
geometrycznego mamy: S = % Ktéry wynik jest prawdziwy? Jakie wnioski mozesz wyciagnaé z tego
zadania?

4. Jakie jest infimum nastepujacych zbioréw. Ktéry z nich ma minimum (najmniejszy element)?

a) {17%7%’%""}7
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b) (0,1),
[0

1]

C

Q.

R,
{~1,-4,-9,.. .},

)

-

dlugosci odcinkéw [1- L5+ 1],
h) pél prostokatéow o bokach dtugosci n, %,
i) pdl prostokatow o bokach diugosci n, %,
j) pol prostokatéw o bokach dlugosci 27,

k
1

wyrazow ciagu a, = (\/_)na

)
)
)
)
)
g) pol prostokatéw o bokach dlugosei 1,
)
i)
j)
)
) (2

wyrazow ciagu a, =

. Dyzio zaczal chodzi¢ na zajecia dla Ciekawych Swiata. Po pierwszym trzech zajeciach doszed! do wniosku,

ze pola wszystkich trojkatow sa réwne 0. Kazdy z nich jest bowiem zbudowany z tej samej ilosci odcinkéw
o takim samym polu. Rownym oczywiscie 0. Okresl dwa bledy, ktére popelnit Dyzio.

. Przypomnij, dlaczego zbiory: liczb naturalnych i liczb wymiernych maja miare 0.
. Oblicz miare zbioru wszystkich liczb niewymiernych.

. Oblicz miare zbioru [1,15]U[2,255]U[3,355]u[4,45:]U....

Wskazowka: Zsumuj odpowiedni szereg.

. Oblicz [ab f(x) dx, czyli pole pod wykresem funkeji y = f(2) miedzy = = a oraz x = b (przypisz znak ujemny

polu ponizej osi X), dla:

a) y=x,a=1,b=3,

b) y=2z+1,a=0,b=5,

¢) y=uz,a=-2018,b=2018,
d) y=lz|,a=-1,b=1.

3

Naszkicuj na kartce w kratke wykres funkcji y = z° i nastepnie oszacuj f03 23 dx (pole pod wykresem)

liczac:

a)
b)
¢) przyblizajac wykres funkeji tamana i liczac pola stupkéw w ksztalcie trapezéw,
d)

pola odpowiednich prostokatnych stupkéw ograniczajacych wykres od géry,
pola odpowiednich prostokatnych stupkéw ograniczajacych wykres od dotu,

pola odpowiednich prostokatnych stupkéow ograniczajacych wykres od gory, ale dwa razy ciefiszych niz
w pierwszym podpunkcie.

Troche mniej latwe niz tatwe

. Wielomianem nazywamy wyrazenie takie jak 222 + 3z — 5, albo 102® — 422 + x + 10. Wielomiany mozna

zapisywaé w réznych postaciach:

e potegowej: np. 4a> + 322 - 22 + 5,

e postaci Hornera: 5 + z(-2 + z(3 + 42)),

e postaci Newtona dla punktéw 2 =0,1,2: 5+5(x—0) +15(x - 0)(x - 1) +4(x - 0)(z - 1)(z - 2).
Sprawdz, liczac wartosé dla x = 0,1, 2, 3, ze przyklady wielomianu w tych trzech postaciach to tak naprawde

ten sam wielomian. Liczac zwrdé szczegdlng uwage na postaé Newtona — zauwaz, ze jest zapisany tak,
zeby relatywnie tatwo bylo wyliczy¢ jego warto$¢ w punktach 0,1 oraz 2.

Zapisz wielomian
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a) w postaci potegowej i w postaci Hornera, jesli ten wielomian jest dany w postaci Newtona dla punktéw
-1,11ijest to 2+ (z—-(-1))-3(z—-(-1))(x - 1),
Wskazowka: Zauwaz, zZe Zeby otrzymac postaé potegowq, wystarczy wymnozyc i uporzgdkowad wyrazy w postact
Netwona, natomiast przejscie z postaci potegowej do postaci Hornera jest prawie automatyczne.

b) w postaci Hornera i w postaci Netwona dla punktéw -2, 1, jedli ten wielomian jest dany w postaci
potegowej jako 22 — x + 2.
Wskazéwka: Zatem w postaci Netwona dla punktéw —2,1 bedzie to a +b(x - (-2)) + c¢(z - (-2))(x - 1). Zacznij
od wyliczenia a wyliczajgc wartos$é danego wydarzenia dla x = =2, potem wylicz b korzystajec z wartoéci dla
x =1. Na koniec wylicz ¢ wyliczajgc warto$é wielomianu dla dowolnego innego x, np. x = 0.

c) w postaci potegowej i w postaci Newtona dla punktéw —1,0, 1, jesli ten wielomian dany jest w postaci
Hornera jako 1+ z(1 + z(-1 + 2x)).

. Oblicz miare zbioru wszystkich liczb bedacych pierwiastkiem jakiego$ réwnania kwadratowego o wymier-

nych wspotczynnikach.
Wskazéwka: Jak bardzo nieskoriczenie wiele elementéw ma ten zbidr?

. Oblicz miare zbioru skonstruowanego tak, jak zbior Cantora, ale z wycinaniem Srodkowej i odcinkéw,

zamiast Srodkowej %
Wskazowka: Postepuj podobnie jak w przypadku zbioru Cantora, czyli policz miary kolejnych coraz dokladniejszych
pokryé.

. Niech Ay, A,, ... beda zbiorami miary zero (niekoniecznie rozlacznymi). Udowodnij, korzystajac z jednego

z naszych postulatéw dotyczacych miary, ze ich suma teoriomnogoéciowa U,,»o An tez jest miary zero.

. Niech = bedzie liczba rzeczywista. Wykaz (korzystajac tylko z definicji miary Lebesgue’a), ze m({x}) = 0.

. Niech A, B ¢ [0,1] beda zbiorami mierzalnymi. Udowodnij, ze jesli m(A) + m(B) > 1, to An B # @.

Wskazowka: Na przyklad dowdd nie wprost.

. Oblicz miare zbioru [2,23] U [3,3%] ul4,41]u [5,5%] e

Wskazowka: Oczywiscie trzeba sprébowaé zsumowaé odpowiedni szereg. Nie jest to niestety szereg geometryczny,
wiec zadanie jest utrudnione. Aby sprébowaé go policzyé zblokuj kolejne wyrazy: pierwszy sam, drugi z trzecim,
czwarty do siodmego, itd. Poréwnaj kazdy blok z liczbg %

. Oblicz miare zbioru Smitha-Volterra-Cantora, ktéry konstruowany jest nastepujaco: z odcinka [0, 1] usuwa-

my $rodkowy odcinek o dtugosci i. 7 powstalych 2 odcinkéw usuwamy ich srodkowe fragmenty o dlugosci

11—6, itd., czyli w kroku, w ktérym mamy 2" odcinkéw usuwamy z kazdego z nich srodkowy fragment o

dhugosci 5

Niech Aj, As,... beda zbiorami miary zero (niekoniecznie rozlacznymi). Udowodnij, nie korzystajac z
naszego postulatu, a tylko z definicji miary Lebesgue’a, ze ich suma teoriomnogosciowa U,so A, tez jest
miary zero.

Wskazowka: Skonstruuj pokrycie calej sumy, biorge coraz mniejsze pokrycia poszczegolnych zbioréw. Np. jesli wezme
pokrycie A1 dlugosci %, Az dlugodci i itd. suma tych pokryc pokryje sume wszystkich zbioréw i bedzie miata dlugosé
nie wiekszqg niz 1. Postepuj podobnie by pokryé sume pokryciem nie dluzszym niz %, potem i, itd. Infimum tych
dtugosci to 0.

Oblicz pole trojkata Sierpinskiego. Trojkat Sierpinskiego otrzymuje si¢ nastepujaco: w trojkacie réwno-
bocznym taczy si¢ §rodki bokdéw, dzielac go w ten sposéb na cztery mniejsze trdjkaty. Tréjkat srodkowy
usuwa sie, a wobec trzech pozostatych tréjkatéw operacje sie powtarza, dzielac kazdy z nich na cztery
mniejsze trdjkaty, usuwajac srodkowy, a wobec pozostalych czynnosci sie powtarzaja. Punkty pozostajace
po nieskonczenie wielu powtorzeniach tej operacji tworza trojkat Sierpinskiego.

Wskazowka: Jest intuicyjne i daje dobry wynik pokrywanie tego zbioru tréjkgtami, a nie prostokgtami. Niestety,
rozumugjgc tak, nie korzystamy z definicji, a z faktu, ktory nie zostal zaprezentowany. Takie rozwigzanie jest wiec
dobre, ale nie idealne w naszym stanie wiedzy. Aby omingé te trudnosé (i sporzqdzié bardzo dobre rozwigzanie),
warto zauwazycé, ze tréjkat Sierpinskiego nie zmieni pola, jesli bedzie tréjkgtem prostokgtnym o odpowiednich bokach.
I rozwazyé réwnoczesnie dwa takie trojkaty.

Niech A bedzie mierzalnym podzbiorem odcinka [0, 1], takim, ze m(A) > 0 oraz a pewna liczba rzeczywista,
taka ze 0 < a < 1. Udowodnij, ze istnieje przedzial I, taki ze m(AnT) > a-m(I).
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Udowodnij, korzystajac z odpowiedniego naszego postulatu dotyczacego miary, ze jesli A, B sg zbiorami
mierzalnymi, to m(A) + m(B) = m(Au B) + m(An B).

Niech A bedzie zbiorem mierzalnym oraz B bedzie zbiorem miary zero. Udowodnij, ze m(A\ B) =m(Au
B) =m(A).

Skonstruuj taki zbiér A ¢ [0, 1], aby ten zbiér byt , dziurawy”, tzn. w kazdy przedziale (p,q) dla0<p<g<1

istnieje @ € (p,q) \ A oraz m(A) = 2.
Wiedzac, ze:
1 1 1
+ +...+ n —> 00 In2
n+l n+2 n+n —_—

oblicz pole obszaru ograniczonego prostymi y =0,z =0,z = 1 oraz krzywa y = 1.
Wskazowka: Postepuj podobnie jak w przypadku pola pod parabolg, ktére policzylismy na wykladzie

Oblicz fab f(x) dx, czyli pole pod wykresem funkcji y = f(2) miedzy x = a oraz x = b (przypisz znak ujemny
polu ponizej osi X), dla:

a) y=sinz, a=-90°b=90°
b) y=1/23, a=-1,b=1.

Trudniejsze

. Jaka jest moc zbioru wszystkich podzbioréw prostej o mierze 07

Wskazowka: Pomysl na przyktad o podzbiorach zbioru Cantora.

. Cgzy istnieje taki podzbiér A prostej rzeczywistej, taki ze m(A) = % oraz Q c A?

Wskazéwka: Ustaw liczby wymierne w cigg (mozna, bo sq przeliczalne) a nastepnie wez wokdt kolejnych liczb coraz
mniejsze odcinksi.

. Niech A bedzie zbiorem lezacym na prostej, takim ze m(A) > 0. Udowodnij, ze istnieje taka liczba e > 0,

ze dla kazdego r € (—¢,¢) istnieja punkty x,y € A, takie ze z —y =r.

Udowodnij, ze pole kota o promieniu r wynosi 7r?, wiedzac, ze obwdd tego kota wynosi 27r.
Wskazowka: Przybliz kolo trojkgtams.
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