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Szybkie przypomnienie z wykladu

Prezentacja multimedialna do wyktadu.

Operacje na zbiorach i oznaczenia

Zbiér sktada sie z elementéw, 0 jest elementem zbioru A = {0,1,2,3}, co oznaczamy 0 € A. W
zbiorze nie ma czego$ takiego, jak licznosé elementéw, czyli np. {0,0} = {0}.

Podzbidr zbioru A to zbiér do ktérego nalezy czesé (moze zero, a moze wszystkie) elementy
zbioru A. Na przyktad {0,1} C {0, 1,2,3}. W szczegblnosci zbiér pusty jest podzbiorem kazdego
zbioru @ C A oraz zawsze A C A. Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A oznaczamy jako P(A),
czyli na przyktad P({0,1}) = {@, {0}, {1},{0,1}}.

AU B to suma tych dwéch zbioréw (zbior, ktéry ma wszystkie elementy A oraz wszystkie
elementy B). A N B to przecigcie tych dwoch zbiorow (zbiér, ktéry ma wszystkie elementy
bedace zaréwno elementami A, jak i B). A\ B to réznica tych dwoch zbioréw (zbiér, ktéry ma
wszystkie elementy A, ktére nie sa elementami zbioru B). AAB oznacza réznice symetryczna,
czyli AAB = (A\ B)U(B\ A).

Hotel Hilberta i rownolicznosé

Hotel Hilberta ma nieskonczenie wiele jednomiejscowych pokoi ponumerowanych liczbami natu-
ralnymi: 0,1,2,3,...

Dwa zbiory sa rownoliczne (|A| = | B]), jesli mozna elementy jednego z nich ustawi¢ w pary z
elementami drugiego zbioru, tak ze kazdy element obu zbioréw zostal ustawiony w jakiejs parze.

Zbiory réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych (czyli takie, ktore da sie zakwaterowaé w
hotelu Hilberta) nazywamy zbiorami przeliczalnymi. Udowodnilismy, ze zbiér liczb catkowitych,
zbior par liczb naturalnych oraz zbior liczb wymiernych sa przeliczalne.

Zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy kontinuum.
Powiedzieliémy sobie, ze [0, 1], zbiér wszystkich nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych oraz
P(N) sa takiej mocy. Udowodnilismy takze, ze jest to moc wieksza od zbioru liczb naturalnych.

Twierdzenie Cantora méwi, ze dla kazdego zbioru |A| < |P(A)|.
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Zadania latwe
Niech A = {1,2,3,4} oraz B = {1,3,5,7}. Oblicz: AUB,BNA, A\ B,B\ A oraz P(A).
Ile jest podzbioréw zbioru n-elementowego?

Rozstrzygnij, czy zawsze A\ BU B = A.

Naszkicuj na ukltadzie wspétrzednych zbiory AU B, AN B, A\ B oraz AAB (A oznacza
réznice symetryczna, czyli AAB = (A\ B)U(B\ A)), jesli:

a) A to kwadrat o wierzchotkach w punktach (1,1), (1,-1), (—1,—-1),(—1,1), B to koto
o $rodku w punkcie (2,0) i promieniu 2,

b) A to poiptaszczyzna okreslona przez x > 0, a B to zbiér ograniczony prostymi y = —2
iy =1, doktadniej B = {(z,y) € R*: —2<y <1},

c) A={(z,y) eR*: v +y <1}, B = {(a,y) e R*: [y| < 1},
d) A={(z,y) eR*: [z +y| <1}, B = {(z,y) € R*: |y| < 1},
e) A= {(z,y) e R%: |z| +|y| <1}, B={(z,y) e R?: (x — 1)+ (y — 1)> < 1}.

Udowodnij (rysujac diagramy z koétkami), ze dla dowolnych zbioréw A, B, C:

a) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)
b) AUB = AABA(ANB)
c) AN(BAC) = (ANB)A(ANC)

Udowodnij, ze dla kazdych dwoch zbioréw A i B, A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A C B
i BCA.

Jak w hotelu Hilberta (pokoje numerowane od zera) zakwaterowaé elementy nastepujacych

zbiorow?

a) {1,2,3,4,...}

b) NU {r}

c) N\ {2018}
)

zbioér liczb parzystych.
Udowodnij, ze dwa dowolne okregi sa réwnoliczne.

Udowodnij, ze jesli dla pewnych zbioréw roztacznych A, B, C, D zachodzi |A| < |C] oraz
|B| < |D|, to JAUB| < |CUD|.

Jak w hotelu Hilberta (pokoje numerowane od zera) zakwaterowaé elementy nastepujacych
zbiorow?

a) {=7:neN}={1,1,3,...}
b) {---:n e N}UN.

n+1

Udowodnij, ze zbiory X i Y sg rownoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary
z elementami drugiego, tak by wykorzysta¢ wszystkie.



a) X =N=1{0,1,2,3,...},Y =N\ {0} ={1,2,3,4,...}.
b) X =N,Y =N\ {2018}.

c) X =NU{r},Y =N.

d) X

o) X=7={.. ~2,-1,0,1,2,3,...},Y =N,

f) X = NU{WQW}Y N.

— zbidr liczb parzystych, Y =N.

Zadania troche mniej tatwe niz latwe

. Wskaz wszystkie elementy i podzbiory kazdego z nastepujacych zbiorow:

a) {0,1,2}
b) {2,129}, {2, {9}}},

Wskazowka: Jest podobnie jak w poprzednim podpunkcie!
) {N,{N}},
d) {2, {{g}} {o.{g}} \ {2} {g} n{z,{a}}}.
. Matematycy definiujac formalnie liczby naturalne utozsamiajg zero ze zbiorem pustym
(ozn. @), a liczbe naturalna n (dla n > 0) definiuja jako zbiér wszystkich liczb od niej
mniejszych (n = {0,1,...,n — 1}). Zatem 0 = @,1 = {0} = {@},2 ={0,1} = {2, {2} }.
Wypisz w ten sposéb liczbe 4.
Wskazowka: 3 ={0,1,2} = {@,{2},{2,{2}}}.

. Czy prawda jest, ze zawsze jesli |A| = |B|, to |A\ B| = |B \ A|? Odpowiedz uzasadnij.
. Czy prawda jest, ze zawsze jesli |[A\ B| = |B\ 4|, to |A| = |B|? OdpowiedZ uzasadnij.

. Udowodnij, ze zbiory X i Y sa rownoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary
z elementami drugiego, tak by wykorzysta¢ wszystkie.

a) X = (—1,1) (przedzial otwarty), Y = (2,4).

b) X =(0,1),Y = (0,4).

¢) X — okrag o promieniu 1 i srodku w punkcie (0,0), Y — okrag o promieniu 2 i srodku
w punkcie (0,0)

d) X — koto o promieniu 3 i srodku w punkcie (—1,1), Y — koto o promieniu 1 i srodku w
punkcie (1, —1)

e) X 1Y to dwa dowolne, rézne od siebie kwadraty.

f) X to prostokat o bokach dtugosci 3 i 5, Y to prostokat o bokach dtugosci 2 i 8.
Wskazowka: Moze przydaé sie jeszcze jeden, posredni prostokgt.

g) X =R"=(0,+0), Y =R.

. Udowodnij, ze zbiory X i Y sg rownoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary
z elementami drugiego, tak by wykorzysta¢ wszystkie.

(a) X = (0,1] (przedziat z lewej otwarty, z prawej domkniety), Y = (0, 1).
Wskazowka: Zmien ustawienie przeliczalnie wielu punktéw, zaczynajgc oczywiscie od 1.
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(0,1),Y = (0,11 U {2,3}.
=(1,2),Y =(0,1) U(2,3).

(0,1)UN,Y = (0,1).
— koto o promieniu 1 i sSrodku w punkcie (0,0), Y = X \ {(0,0)} (to samo koto, ale
bez punktu po $rodku).

(f) X — koto o promieniu 2 i srodku w punkcie (0,0), Y to samo koto ale bez brzegu (bez
okregu o promieniu 2 i §rodku w (0, 0).

Udowodnij, ze istnieje liczba rzeczywista niebedgca pierwiastkiem zadnego rownania kwa-
dratowego o wymiernych wspotcezynnikach.
Wskazowka: Udowodnij, ze liczb bedgcych takimi pierwiastkami jest przeliczalnie wiele.

Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. WybraliSmy z niego pewna kolekcje jego podzbio-
row, ale tak, ze zadne dwa wybrane podzbiory sie nie przecinaja. Udowodnij, ze wybralismy
co najwyzej przeliczalnie wiele podzbioréw.

Znajdz funkcje rzeczywista, taka, ze kazda wartos¢ rzeczywista jest przyjmowana przez
przeliczalnie wiele argumentow.

Dowiesé, ze zbior funkeji rzeczywistych przyjmujacych wartosci 0 lub 1 jest réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich podzbioréw liczb rzeczywistych.

Wskazowka: Jak zakodowaé ciggami zer i jedynek przynalezno$é kolejnych liczb do danego pod-
zbioru zbioru liczb naturalnych?

Czy istnieje zbiér A, taki ze |P(A)| = |N|? Odpowiedz uzasadnij.

Wskazowka: Rozpatrz mozliwe przypadki.

Udowodnij, ze na plaszczyznie istnieje okrag, ktory nie przechodzi przez zaden punkt o
obu wspotrzednych wymiernych.
Wskazowka: Okrgg jest wyznaczony przez srodek i punkt, przez ktory przechodzi.

Czy zbior wszystkich podzbioréw liczb rzeczywistych, do ktérych nalezy co najwyzej skon-
czenie wiele liczb niewymiernych jest rownoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych?

Zaproponuj podzial zbioru liczb naturalnych na nieskonczenie wiele nieskonczonych i pa-
rami roztgcznych podzbiorow.

Zadania trudniejsze

. Rozstrzygnij, czy zbiory sa przeliczalne, czy tez sa mocy continuum:

a) zbior wszystkich punktéw plaszczyzny o obu wspoétrzednych catkowitych,

b) zbiér wszystkich przedzialéw otwartych na prostej o obu konicach wymiernych,
Rozstrzygnij, czy zbiory sa przeliczalne, czy tez sa mocy continuum:

a) Zbior wszystkich skonczonych podzbioréw liczb naturalnych.
Wskazowka: Suma przeliczalnej liczby zbiorow przeliczalnych jest przeliczalna.

b) Zbiér wszystkich podzbioréw liczb naturalnych, ktérych dopetnienie jest skonczone.
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¢) Zbiér wszystkich nieskonczonych podzbioréw liczb naturalnych.
Wskazowka: Dowod nie wprost.

d) Zbiér wszystkich nieskoniczonych podzbioréw liczb naturalnych, ktérych dopetnienie
jest nieskonczone.

Rozstrzygnij, czy zbiory sa przeliczalne, czy tez sg mocy continuum:

a) Zbior wszystkich ciagéw zerojedynkowych, ktére od pewnego miejsca maja juz tylko
zera.

b) Zbiér wszystkich okresowych ciagéw liczb wymiernych.

¢) Zbiér wszystkich ciagéw liczb naturalnych, ktére speliaja warunek a, 1 — a, < %.

Udowodnij, ze zbiory X i Y sg rownoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary
z elementami drugiego, tak by wykorzysta¢ wszystkie.

a) X = (0,1] (przedziat z lewej otwarty, z prawej domkniety), ¥ = (0, 1).
Wskazowka: Zbiory {1, %, %, %, ...} oraz {%, %, %, ...} sq réwnoliczne.

b) X =(0,1),Y = (0,1 U{2,3}.

Udowodnij Tw. Cantora, czyli ze zaden zbiér A nie jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich
swoich podzbioréw.

Wskazowka: Dowdd nie wprost. Zaléz, Ze mozna ustawi¢ w pary zbior A i jego podzbiory, tak
ze wszystkie podzbiory sq w jakiejs parze. Uzyj teraz argumentu przekgtniowego konstruujgc na
2to$¢ ,zty” podzbior. Uzaleznij mianowicie to, czy a € A nalezy do ,zlego” podzbioru od tego,
czy nie nalezy do zbioru stojgcego w parze z elementem a. OkaZe sie, co jest sprzeczne z naszym
poczgtkowym zatozeniem, ze ,zly” podzbior nie stoi w Zadnej parze.

Udowodnij, ze nie istnieje zbiér wszystkich zbiorow.
Wskazowka: Dowod nie wprost. Rozwaz zbior wszystkich elementow tego zbioru, ktore nie sg swoim
elementem.

Podzbidér X zbioru liczb wymiernych nazwiemy wypuktym, jesli dla kazdych p,q € X,p < q
kazda liczba wymierna r, taka ze p < r < ¢ tez nalezy do X. Ile jest podzbioréw wypuktych
liczb wymiernych?

Niech dla kazdego i € N, (a;(n): n € N) bedzie ciagiem liczb naturalnych. Czyli mamy ciag
ciagéw liczb naturalnych. Udowodnij stosujac metode przekatniowa, ze istnieje ciag liczb
naturalnych ¢, ktéry z kazdym ciggiem a; pokrywa sie na nieskonczenie wielu pozycjach.
Wskazowka: Skorzystaj z podziatu skonstruowanego w zad. z serit ,troche mniej {atwe niz
tatwe”.

Zatézmy, ze wybraliSmy pewna kolekcje otwartych przedzialéw na prostej rzeczywistej, ale
tak, ze zadne dwa wybrane przedziaty sie nie przecinaja. Udowodnij, ze wybraliSmy co
najwyzej przeliczalnie wiele przedziatow.

Wskazowka: Q.

Niech X C R. Powiemy, ze punkt x € X jest punktem izolowanym, jesli istnieje przedziat
otwarty (a,b) taki, ze a < x < b oraz (a,b) N X = {z}. Udowodnij, ze zbiér punktéw
izolowanych zbioru X jest co najwyzej przeliczalny.



Wskazowka: Kazdemu punktowi izolowanemu x przyporzqdkuj taki przedzial (p,q) o koricach wy-
miernych, ze (p,q) N X = {x}. Zauwaz, ze wlasnie ustawiliSmy w pary nasze wszystkie punkty
izolowane z przedziatami o koncach wymiernych (niekoniecznie wszystkimi) i skorzystaj z zadania
w serii zadan tatwych.
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