
Matematyka dla Ciekawych �wiata, 2012/2013

Laboratorium 5 � Równania Ró»niczkowe

1*. Dªugo±¢ ªuku paraboli. Korzystaj¡c z jednej z procedur caªkowania numerycznego
napisanych na poprzednich zaj¦ciach (np. calkuj_prostokatami), wylicz dªugo±¢
ªuku L dla funkcji parabolicznej

f(x) = x2 (1)

w przedziale od x1 = −1 do x2 = 1. Skorzystaj ze wzoru:

L =

∫ x2

x1

√
1 + f ′(x)2 dx. (2)

2**. Animacja fali biegn¡cej. Napisz program, który wy±wietli animacj¦ ruchu fali bieg-
n¡cej na strunie. Równanie fali biegn¡cej mo»na zapisa¢ jako

g(x, t) = sin(x− t). (3)

Wzór ten opisuje wychylenie struny w poªo»eniu x i w chwili czasu t. Kolejne klatki
animacji otrzymasz rysuj¡c wykresy g(x, 0) (pierwsza klatka), g(x,∆t) (druga klatka),
g(x, 2∆t) (trzecia klatka) itd. W ka»dej klatce animacji rysuj wykres dla x ∈ [0, 4π].
Przedziaª czasowy wybierz jako t ∈ [0, 15] z krokiem czasowym mi¦dzy kolejnymi
klatkami animacji ∆t = 0.1.

3*. Animacje fal � ci¡g dalszy. Zmody�kuj swój program z zadania poprzedniego tak,
aby wy±wietlaª

a) fal¦ biegn¡ca w przeciwnym kierunku ni» dana równaniem (3)

h(x, t) = sin(x+ t), (4)

b) fal¦ stoj¡c¡ b¦d¡c¡ zªo»eniem fal biegn¡cych w przeciwnych kierunkach

w(x, t) = g(x, t) + h(x, t) = sin(x− t) + sin(x+ t). (5)

Porównaj zachowanie fal we wszystkich trzech przypadkach.

4. Równanie ró»niczkowe dla wahadªa. Modelem matematycznym opisuj¡cym w przy-
bli»eniu ruch wahadªa jest ukªad równa« ró»niczkowych:

r′(t) = v(t) (6)

v′(t) = −k r(t).



Niewiadomymi w powy»szym ukªadzie równa« s¡ funkcje � r(t), która jest zwi¡zana
z poªo»eniem wahadªa i funkcja v(t), która oznacza jego pr¦dko±¢. Symbol k jest
parametrem liczbowym. Powy»sze równania mo»na rozwi¡za¢ w sposób przybli»ony
tzw. metod¡ Eulera:

r(t+ ∆t) ≈ r(t) + v(t) ∆t (7)

v(t+ ∆t) ≈ v(t)− k r(t) ∆t.

Po uruchomieniu "w p¦tli", metoda ta pozwala policzy¢ warto±ci funkcji poªo»enia i
pr¦dko±ci w kolejnych punktach siatki czasowej (tzn. r(∆t) i v(∆t), r(2∆t) i v(2∆t),
itd.) o ile tylko znane s¡ warto±ci pocz¡tkowe x(0) i v(0).

Napisz program, który rozwi¡»e ukªad równa« dla wahadªa metod¡ Eulera. Przyjmij
x(0) = 0, a v(0) = 0, warto±¢ staªej k = 1.0. Za krok czasowy przyjmij ∆t = 0.01 i
wykonaj N = 1000 kroków symulacji.

5. Porównanie z rozwi¡zaniem analitycznym. Rozwi¡zaniem analitycznym dla rów-
na« (6) z warunkami pocz¡tkowymi x(0) = 0, a v(0) = 1, jest

r(t) = sin(t), (8)

v(t) = cos(t).

Porównaj otrzymane przez Ciebie rozwi¡zanie przybli»one z rozwi¡zaniem dokªadnym
dla kilku kroków czasowych ∆t = 0.1, ∆t = 0.01 i ∆t = 0.001.

6. Animacja ruchu wahadªa. Korzystaj¡c z wyników numerycznego rozwi¡zania modelu
wahadªa przygotuj animacj¦ jego ruchu. Zmienna r ma interpretacj¦ k¡ta wychylenia
wahadªa z poªo»enia równowagi. Zaªó», »e linka wahadªa jest zaczepiona w punkcie
(0,1) i ma dªugo±¢ 1. Korzystaj¡c z tych informacji wyznacz poªo»enie ko«ca wa-
hadªa x i y, nast¦pnie narysuj link¦ wahadªa dla kolejnych warto±ci r. Korzystaj¡c ze
wskazówek prowadz¡cego udoskonal swój program.

7. Animacja ruchu wahadªa � pr¦dko±¢.** Do swojego programu animuj¡cego ruch
wahadªa dodaj rysowanie strzaªki symbolizuj¡cej wektor pr¦dko±ci. Wektor pr¦dko±ci
ma kierunek styczny do toru (czyli prostopadªy do linki wahadªa) i warto±¢ v obliczon¡
w trakcie rozwi¡zywania modelu wahadªa.

Wskazówka 1. Strzaªk¦ od punktu o wspóªrz¦dnych x1, y1 do punktu o wspóªrz¦d-
nych x2, y2 narysujesz przy pomocy xarrows([x1, x2], [y1,y2]).

Wskazówka 2. Dla lepszego zobrazowania warto±ci pr¦dko±ci przeskaluj dªugo±¢
rysowanej strzaªki o czynnik 0.3.


