Matematyka dla Ciekawych Swiata, 2012/2013

Laboratorium 5 — Roéwnania Ro6zniczkowe

1*. Dlugosé tuku paraboli. Korzystajac z jednej z procedur calkowania numerycznego
napisanych na poprzednich zajeciach (np. calkuj_prostokatami), wylicz dtugosé
tuku L dla funkcji parabolicznej

flz) =2 (1)

w przedziale od z; = —1 do x5 = 1. Skorzystaj ze wzoru:
2
L= / V14 f'(x)? d. (2)
x1

2**_ Animacja fali biegngcej. Napisz program, ktory wyswietli animacje ruchu fali bieg-
nacej na strunie. Rownanie fali biegnacej mozna zapisaé¢ jako

g(z,t) =sin(z —t). (3)

Wzor ten opisuje wychylenie struny w polozeniu x i w chwili czasu ¢t. Kolejne klatki
animacji otrzymasz rysujac wykresy g(x,0) (pierwsza klatka), g(z, At) (druga klatka),
g(x,2At) (trzecia klatka) itd. W kazdej klatce animacji rysuj wykres dla z € [0, 47].
Przedzial czasowy wybierz jako t € [0,15] z krokiem czasowym miedzy kolejnymi
klatkami animacji At = 0.1.

3*. Animacje fal — cigg dalszy. Zmodyfikuj swoj program z zadania poprzedniego tak,
aby wys$wietlal

a) fale biegnaca w przeciwnym kierunku niz dana réwnaniem (3)
h(z,t) = sin(x + t), (4)
b) fale stojaca bedacg zlozeniem fal biegnacych w przeciwnych kierunkach
w(z,t) = g(x,t) + h(z,t) = sin(x — t) + sin(z + ¢). (5)

Poréwnaj zachowanie fal we wszystkich trzech przypadkach.

4. Réwnanie rézniczkowe dla wahadla. Modelem matematycznym opisujacym w przy-
blizeniu ruch wahadta jest uktad rownan rozniczkowych:

r'(t) = w(t) (6)
V() = —kr(t).



Niewiadomymi w powyzszym ukladzie rownan sg funkcje — r(t), ktora jest zwiazana
7z polozeniem wahadta i funkcja v(t), ktora oznacza jego predkosé. Symbol k jest
parametrem liczbowym. Powyzsze réwnania mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony
tzw. metodqg Fulera:

r(t+ At) =~ r(t)+o(t) At (7)
v(t+ At) = o(t) —kr(t) At.
Po uruchomieniu "w petli", metoda ta pozwala policzy¢ wartosci funkeji potozenia i
predkosci w kolejnych punktach siatki czasowej (tzn. r(At) i v(At), r(2At) i v(2At),
itd.) o ile tylko znane sa wartosci poczatkowe z(0) i v(0).

Napisz program, ktory rozwiaze uklad rownan dla wahadta metoda Eulera. Przyjmij
x(0) = 0, a v(0) = 0, wartos¢ stalej k = 1.0. Za krok czasowy przyjmij At = 0.01 i
wykonaj N = 1000 krokéw symulacji.

5. Por6éwnanie z rozwigzaniem analitycznym. Rozwigzaniem analitycznym dla row-
nan (6) z warunkami poczatkowymi z(0) = 0, a v(0) = 1, jest

r(t) = sin(¢), (8)
v(t) = cos(t).

Poréwnaj otrzymane przez Ciebie rozwiazanie przyblizone z rozwiazaniem doktadnym
dla kilku krokéw czasowych At = 0.1, At = 0.01 i At = 0.001.

6. Animacja ruchu wahadtla. Korzystajac z wynikoéw numerycznego rozwigzania modelu
wahadla przygotuj animacje jego ruchu. Zmienna r ma interpretacje kata wychylenia
wahadla z potozenia réwnowagi. Zaléz, ze linka wahadta jest zaczepiona w punkcie
(0,1) i ma dlugos¢ 1. Korzystajac z tych informacji wyznacz polozenie korica wa-
hadta x i y, nastepnie narysuj linke wahadta dla kolejnych wartosci r. Korzystajac ze
wskazowek prowadzacego udoskonal swoj program.

7. Animacja ruchu wahadta — predkosé.** Do swojego programu animujacego ruch
wahadla dodaj rysowanie strzatki symbolizujacej wektor predkosci. Wektor predkosci
ma kierunek styczny do toru (czyli prostopadty do linki wahadta) i warto$¢ v obliczona
w trakcie rozwigzywania modelu wahadta.

Wskazéwka 1. Strzatke od punktu o wspoétrzednych x1, y1 do punktu o wspolrzed-
nych x2, y2 narysujesz przy pomocy xarrows ([x1, x2], [y1,y2]).

Wskazéwka 2. Dla lepszego zobrazowania wartosci predkosci przeskaluj diugoscé
rysowanej strzatki o czynnik 0.3.



