Matematyka dla Ciekawych Swiata, 2011/2012

Ksiezyce Hipokratesa

&

Niech Py oznacza pole czworokata, za$ Py pole zaznaczonego obszaru.
Dla a+ 8 =7 = v+ 6 = 7 rownanie jest prawdziwe z zadania o trojkacie. Zaloézmy,
bez straty ogélnosci, ze a4+ 3 > 0.
Mamy

1oy, 1b, 1, ¢, 1.d., 9

Zatem 1
Py = gﬂ‘(CLQ +0* + A+ d?) + Py — wr?

Szukamy, kiedy Py = Py, a zatem musi zachodzi¢ réwnosé:

1
g7r(a2 +0*+ &+ d%) =,
czyli (a® 4+ b* + & + d?) = 8r?.

Zauwazmy:
.o a
sin — = —
2 2r

L«
a = 2rsin —
2

s
a’® = 4r? sin® 5

Zatem: 5
4r?(sin? % + sin® g + sin® % + sin’ 5) = 8r?

)
sin? % + sin? g + sin? % + sin? 3= 2



Mamy SinQ% = H%, stad:

1
2 — §(cosa+cosﬁ+cosv+cosé) =2

cosa + cos 4 cosy 4+ cosd =0

Co juz staje sie dosy¢ ciekawe. W szczegolnosci widzimy, ze dlaa =3 =v=056 =7
spelnia rownanie (co moze nie jest zbyt odkrywcze). Wykorzystamy wzor na sume
cosinusow: cos ) + cos ¢ = 2 cos @ CcOS @ Nasze rownanie przyjmuje postac:

a+pf  a—-f v+ 87—5_

2 cos CoSs + 2 cos co
2 2 2 2

a+p  a—p y+d =96
CoS Cos + cos COS =

2 2 2 2
Wykorzystajmy zalozenie, ze o + 8 > 7. Oznaczmy przez x = o +  — 7. Wtedy
oczywiscie 7 + 0 = m — x. Zauwazmy, ze © € (0,7). Podstawmy x do naszego

rownania:

0

0

T+ x a—pf T—X y—0
S —_=

coS 5 coS 5 + cos 5 co 5 0
Korzystamy ze wzoréw redukcyjnych (5 € (0, 3)):
— -9
—singcosa 5 b +singcos7 5 =0
Poniewaz dla x € (0, 7) zachodzi sin § > 0, otrzymujemy:
— -0
—cosa 5 5—}-00872 =0
-0 a—f
cos — cos =0
2
Zatem (wzér na roznice cosinusow):
. y—6+ta—-f  y-d—a+f
—2sin sin = 0.

i
4 4
Whioskujemy:

100 — ) 4 ko lub 225248 = 0 4 ko,

gdzie k liczba catkowita.

Zauwazmy, ze oba warunki sa symetryczne. Rozwazmy zatem tylko pierwszy z nich:

a—B+v—=90
4
a—pB+v—0=0+4kn
a—B+y—-0=0

=0+ km

2



Podstawmy a =7+ x — S oraz y =7 —x + 9:
2r — 28 —20 =0

T=0F+4

Stad o + v = 7 i korzystajac z zadania o trojkacie mamy zrobione zadanie.
Py = Py <= conajmniej dwa wierzchotki czworokata leza na srednicy.



