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Ksi¦»yce Hipokratesa

Niech PW oznacza pole czworok¡ta, za± PH pole zaznaczonego obszaru.
Dla α+β = π = γ+ δ = π równanie jest prawdziwe z zadania o trójk¡cie. Zaªó»my,
bez straty ogólno±ci, »e α + β > 0.
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Szukamy, kiedy PW = PH , a zatem musi zachodzi¢ równo±¢:
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Co ju» staje si¦ dosy¢ ciekawe. W szczególno±ci widzimy, »e dla α = β = γ = δ = π
2

speªnia równanie (co mo»e nie jest zbyt odkrywcze). Wykorzystamy wzór na sum¦
cosinusów: cosψ + cosφ = 2 cos ψ+φ
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Wykorzystajmy zaªo»enie, »e α + β > π. Oznaczmy przez x = α + β − π. Wtedy
oczywi±cie γ + δ = π − x. Zauwa»my, »e x ∈ (0, π). Podstawmy x do naszego
równania:
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Korzystamy ze wzorów redukcyjnych (x
2
∈ (0, π
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Poniewa» dla x ∈ (0, π) zachodzi sin x
2
> 0, otrzymujemy:

− cos
α− β
2

+ cos
γ − δ
2

= 0

cos
γ − δ
2
− cos

α− β
2

= 0

Zatem (wzór na ró»nic¦ cosinusów):
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Wnioskujemy:
γ−δ+α−β

4
= 0 + kπ lub γ−δ−α+β

4
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gdzie k liczba caªkowita.
Zauwa»my, »e oba warunki s¡ symetryczne. Rozwa»my zatem tylko pierwszy z nich:
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Podstawmy α = π + x− β oraz γ = π − x+ δ:

2π − 2β − 2δ = 0

π = β + δ

St¡d α + γ = π i korzystaj¡c z zadania o trójk¡cie mamy zrobione zadanie.
PW = PH ⇐⇒ conajmniej dwa wierzchoªki czworok¡ta le»¡ na ±rednicy.
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