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Cwiczenia 4

1. Algebraicznosé. Wykaz, ze
(a) pierwiastki z liczb catkowitych sa algebraiczne;
(b) (*) pierwiastki z liczb algebraicznych sa algebraiczne.
2. Dowé6d nie wprost. (*) Wykaz, ze v/3 jest liczba niewymierna.
3. Zadanie problemowe. Jak osiaggaé coraz lepsze przyblizenia /2 7 (***)

Dzigki Heronowi z Aleksandrii (I w n.e.) mamy nastepujacy algorytm.

Najpierw zgadujemy pewna liczbe ag > 0; moze by¢ to dowolna liczba dodatnia - jej
wartos¢ ma wptyw jedynie na liczbe iteracji konieczna do osiagniecia przyblizenia z
zadana doktadnoscia. Majac ag, rozpoczynamy ponizsze obliczenia:
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Otrzymujemy ciag liczb. Taka jego definicja zwana jest rekurencyjna, co znaczy, ze
kazdy kolejny obiekt — wyraz tego ciagu — definiujemy odwotujac sie¢ do poprzed-
niego. (A wiec nie mozemy obliczy¢ tysiecznego nie liczac 999-ciu poprzednich).
(a) Wybierz sobie aq i oblicz trzy kolejne wyrazy swojego ciagu.

(b) W arkuszu kalkulacyjnym oblicz 100 kolejnych wyrazéw tego ciagu dla wybra-
nych ag.

(c) Sprobuj uzasadnié, ze: jezeli ten cigg ma granice, to jest ona liczba dodatnia.

(d) Zatozmy, ze cigg ten ma granice (nazwijmy jg A). Wykaz, ze spelnia ona row-
nanie A% = 2.

(e) Sformutuj wniosek (wstepny).

(f) Rozpatrzmy przypadek ay = 2. Sprébuj uzasadnié¢, ze nasz ciag jest wtedy
malejacy.

(g) Ciagle dla przypadku ag = 2. Sprobuj uzasadnié¢, ze zaden wyraz tego ciagu nie
jest mniejszy od 1 (a nawet od v/2).

(h) Skorzystaj z twierdzenia, ktorego tres¢ prowadzacy Ci objasni, aby wyciagnac
wniosek:

Twierdzenie Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
(i) Czy zalozenie ay = 2 bylo konieczne?

(j) Czy umiesz znalezé podobna metode dla v/3, v/5, /137



