Matematyka dla Ciekawych swiata
Zestaw zadan 1”

Rozgrzewka

Zadanie 1. Rozlozy¢ na ulamki proste :c(at+1) Obliczyé¢ sume Zn 17 n+1)

Zadanie 2. Oszacowaé ogon szeregu geometrycznego od momentu N, to znaczy wyrazenie: fo: Na"
(oczywiscie dla g € (—1,1)).
Zadanie 3. Niech {a,}2°, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich. Pokazaé, ze:

a) ciag sum czesciowych szeregu > a,, to znaczy S, = Z.Z:O ay jest rosnacy,

b) jedli ciag a, jest malejacy, to dla szeregu naprzemiennego > (—1)"a,, ciag parzystych sum czescio-
wych Sa, jest malejacy, za$ ciag nieparzystych sum czeSciowych S, 41 jest rosnacy.

Szeregi potegowe i liczby Fibonacciego
Zadanie 4. Rozwinaé¢ w szereg potegowy:
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Zadanie 5. Udowodnié¢ (np. korzystajac ze wzoru Bineta), ze iloraz kolejnych liczb Fibonacciego (do-
kladniej F,,41/F,) zbiega do zlotej proporcji ¢ = @

Trygonometria
Zadanie 6. Wyprowadzi¢ wzory (najlepiej w tej kolejnosci):

a) cos(a+ ) =cosa-cosf —sina - sinf
b) cosa - cos B = 1(cos(a — B) + cos(a + 3))
c) cosz + cosy = 2cos L - cos LY

Zadanie 7. Udowodni¢, ze sinf < 6 < tg0 dla 6 € (0,7/2).
Zadanie 8. () Udowodni¢, ze 0 < 1 — 528 < ¢2 dla § € (0,7/2).
Zadanie 9. (*) Udowodni¢, ze cos (%) = cos 36° = %, gdzie ¢ to zlota proporcja.

Przydatne obrazki




Podpowiedzi

Zadanie 1. ——+t— =1 _ 1
n(n+1) n n+1
Zadanie 2. Wyciagnij przed nawias wspolny czynnik i zastosuj wzér na sume szeregu geometrycznego.
Zadanie 3. Postaraj sie dobrze zrozumieé¢ definicje S,,. Pamietaj o zalozeniu, ze a,, sa dodatnie.
Jesli to nie pomoze, rozpatrz konkretny przyktad.

Zadanie 4.
a) przypomnij sobie wzdr na sume szeregu geometrycznego
b) podstaw y = x/2
¢) wystaw 3z 1 rozl6z najpierw otrzymana funkcje wymierna (utamek)
d) pomysl :) jest kilka sposobéw na rozwiazanie tego zadania
e) if) zastosuj pomysly z b) i c)
g) skorzystaj z punktu f)

Zadanie 5. Przyjrzyj sie wzorowi Bineta, szczegdlnie liczbom ¢ i ¢A> Jak sie zachowuja: ¢™ i (;AS"?
Zadanie 6.

a) Przyjrzyj sie pierwszemu obrazkowi. Zal6z, ze |OP| = 1. Postaraj sie znalezé na obrazku odcinki o
dtugosciach: cos(a + 3), sin e, sin 3, cos «, cos (.

b) Wykorzystaj wzdr na cos(a + 3), parzystosé funkeji cos i nieparzysto$é sin aby otrzymaé wzdér na
cos(a — f3). Podstaw oba te wzory do zadanej réwnosci.

¢) Dla danych x i y spréobuj znalezé takie « i 3, zeby zadany wzdr byl réwnowazny temu z punktu b)

Zadanie 7. Przyjrzyj sie drugiemu obrazkowi. Zaldz, ze |OA| = 1. ZnajdZ na nim figury o polach
rownych: Sige g %.

Zadanie 8. Zastosuj (kreatywnie) poprzednie zadanie. Przypomnij sobie jak inaczej wyrazié¢ 1 — cos 6.
Zadanie 9. Jest kilka sposobéw rozwiazania tego zadania. Mozesz skorzystaé z tw. Ptolomeusza, wy-
prowadzi¢ wzor na cos 5 lub (w ostatecznosci) zajrzeé¢ do Wikipedii...




