1. Bryly platonskie

Na wykopalisku starozytnej miejscowosci etruskiej w okolicach dzisiejszej Padwy, archeologowie
znalezli tajemniczy kamien. Pochodzit on z szostego wieku p.n.e. i wyrozniat sie zadziwiajaca
symetrig. Miat 12 identycznych Scian. Kazda $ciana miata pie¢ krawedzi identycznej dtugosci i
piec identycznych katow. Co wiecej, kazda Sciana byta obrotem Sciany sgsiedniej o ten sam kat.
Symetria i harmonia tego kamienia nie mogla rzecz jasna by¢ przypadkowa — ale po co kto$
stworzyt cos takiego? Dlaczego w ogdle o tym myslat? Chociaz cel istnienia tego kamienia
pozostaje nieznany, inspiracjq do stworzenia go mogta by¢ obserwacja tego, jak sama przyroda
tworzy ksztatty w skatach.

Ksztalty krysztalow

Ksztalt krysztatu jest okreslony przez bloki atomow, z ktorych powstaje. W ziarenku zwyklej soli
kuchennej mozemy zobaczy¢ krysztat wygladajacy jak szeScian. Czasteczki, ktére tworzg sol
skladajq sie z jednego atomu sodu i jednego atomu chloru. Kiedy te czasteczki ukladaja sie koto
siebie, doskonale do siebie pasuja, jak kawatki puzzla. Nie ma miedzy nimi dziur, takze wypehiaja
jak najmniej przestrzeni. Powtarzajacy sie wzorzec tworzy pewna strukture. Kiedy widzimy ksztatt
krysztatka soli, patrzymy tak naprawde na wynik ,,upakowania sie” bilionow czasteczek.

Jest to tylko jeden z wielu sposobow, na ktdre moze utworzyc sie krysztatl. Jezeli popatrzymy na
atomy wegla tworzace diament, zobaczymy inny wzorzec, inaczej wypeliajacy przestrzen. W
rezultacie otrzymujemy ksztaltt zwany oSmioscianem.

Symetria bryl foremnych

Struktura tych krysztalow jest podobna do tej, jakq miat 6w etruski kamien. Kazda Sciana bryly jest
takim samym wielokgtem foremnym. Kazda $ciana sktada sie z krawedzi identycznej dhugosci,
katéw o identycznych miarach, i mozna ja otrzymac przez obrdt Sciany sasiedniej o jakis jeden
ustalony kat. Bryly te (wielosSciany) posiadajgq doskonalg harmonie matematyczng i symetrie. To
geometryczne piekno bylo podstawa wierzen mistycznej Szkoty Pitagorejskiej, zalozonej w
starozytnej Grecji ok 550 r. pne.

Pitagorejczycy szukali piekna w liczbach i ksztaltach, i uwazali, ze szukanie harmonii jest
sposobem na zrozumienie Swiata przyrody. Badali ksztalty bryl, ktdre mozna utworzy¢ ze Scian
bedacych identycznymi wielokgtami foremnymi. Jest ich jedynie pie¢! Czworo$cian, szescian,
oSmiosScian, dwunasto$cian, dwudziesto$cian.

Starozytni Grecy badali nie tylko wlasnosci kazdej bryty, ale réwniez relacje zachodzace pomiedzy
nimi - i zauwazyli ciekawa rzecz. Jesli np. zaznaczyli Srodek kazdej ze Scian szeScianu i potaczyli te
punkty krawedziami i Scianami, otrzymywali oSmioscian. Podobnie, jesli polaczyli Srodki kazdej ze
Scian osmioscianu, otrzymywali szescian. Ze wzgledu na te relacje, szeScian i oSmioScian
nazywamy brytami dualnymi.

Dwunastos$cian tez ma swoja bryte dualna, jest nig dwudziestoscian. Wierzchotki dwudziestoscianu
pokrywaja sie idealnie ze Srodkami Scian dwunastoscianu. I na odwro6t. Czworoscian jest brytg
dualng do samej siebie, gdyz polaczenie Srodkow Scian czworoscianu tworzy nowy czworoscian.

Pitagorejczycy
Chociaz to Pitagorejczycy badali te bryly, na og6t nie nazywamy ich imieniem Pitagorasa, lecz
imieniem wielkiego filozofa Platona, ktory kontynuowat ich badania.

Jako zZe Platon zyt jakie$ dwa tysigce lat przed Kartezjuszem, ktéry wymyslit dla opisywania
ksztaltow geometrycznych uklad wspotrzednych, znalazt sobie on inny sposdb na ich mierzenie.



Odkryt, ze moze postuzyc¢ sie twierdzeniem Pitagorasa, opisujacym stosunki dlugosci w tréjkacie
prostokatnym. Jezeli umialby opisac bryly w terminach trojkatow prostokatnych, twierdzenie
pozwalitoby mu okresli¢ odpowiednie miary.

2. Swiat Timaiosa

Platon widziat w Scianach czworo$cianu nie tyle tréjkaty rownoboczne, co szes¢ trojkatow
prostokatnych. CzworosScian byt zbudowany z 24 trojkatow prostokatnych, oSmioscian z 48,
dwudziestoscian ze 120 trojkatow prostokatnych.

Bryly zyskiwaly w ten sposob to nie tylko Swietne narzedzie stuzace do ich mierzenia, ale i co$ z
piekna, ktore Grecy odnajdowali w twierdzeniu Pitagorasa.

Bryly kosmiczne

Platon nie uzywat oczywiscie nazwy bryly platonskie, tak jak my, ale nazwat je ciatami
kosmicznymi. Ze wzgledu na doskonate piekno, jakie w nich widzial, stwierdzal, zZe te bryly
foremne przedstawiaja cztery zywioty, ktére uwazat za budulce catej materii. Uwazat, ze
czworoscian reprezentuje ogien, szeScian ziemie, dwudziestoscian wode, oSmioScian powietrze, za$s
caly Wszechswiat miat by¢ reprezentowany przez dwunastoscian.

Bylo to w istocie pierwsze podejscie do stworzenia tablicy pierwiastkow. Platon uwazal, ze badanie
relacji zachodzacych pomiedzy tymi brytami pozwoli zrozumie¢ reakcje chemiczne. Wszystko, co
istnieje, miato by¢ kombinacja tych czterech pierwiastkow. A skoro ,ciata kosmiczne” byty
zbudowane z tréjkatow, zatem wszystko inne rowniez! W ten sposob Platon doszedt do bardzo
wspotczesnego pojecia triangulacji. W kazdym razie dla niego natura rzeczy zalezata od natury
budujacych ja trojkatow.

Trojkatny czlowiek

W ksiazce (dialogu) ,,Timaios” Platon zarysowat swoja teorie materii. Jako przyklad podal, jak
trojkaty moga opisywac proces starzenia sie. Uwazal, ze osoba mtoda posiada szkielet zbudowany
ze Swiezych, nowych trojkatow, majacych silne polaczenia miedzy soba.

Kiedy miody cziowiek cos zjada, Swieze trojkaty jego ciata sg silniejsze od stabych trojkatow
pozywienia. Moze zatem z tatwoscia je strawic. Jego cialo przyswaja moc tamtych tréjkatow i
rosnie.

U ludzi starszych struktura trojkatow zdazyla sie ostabi¢. Kiedy oni co$ jedza, ich stabsze trojkaty
nie sg w stanie potamac trojkatow pozywienia. Sq mniej zdolni do przyswajania sity trojkatow
pozywienia i tym bardziej marnieja.

Pomyst o zjadaniu trojkatow wydaje sie dos¢ ghupi. Ale kosmiczna wizja, jaka miat Platon, byla
jednym z pierwszych sposobow, w jaki ludzie prébowali wyttumaczy¢ sSwiat widzialny za pomoca
matematyki i geometrii. Jezeli Swiat wokot nich byt zbudowany z tréjkatow, mogli mierzy¢ trojkaty
- a zatem mierzy¢ Swiat. Jesli mogli go zmierzyc¢, mogli go zrozumiec.

3. Uklad sloneczny Keplera

Elementy

Zaczawszy od tréjkatow, matematycy stworzyli nastepnie wiecej narzedzi do pomiaru otaczajacego
ich Swiata. Najwazniejszym zbiorem tych narzedzi geometrycznych byly Elementy Euklidesa, w
ktérych zebrat on calg wiedze geometryczng Grekéw. Ksiazka ta stala sie najwazniejsza, a w
kazdym razie najbardziej wptywowa w catej historii matematyKki.

W ostatnim rozdziale Elementow, Euklides zajat sie brylami platonskimi oraz ich zwigzkiem ze



sferami. Kazda z tych bry! posiada srodek. To oznacza, ze mozemy skonstruowac taka sfere o tym
samym Srodku, ktora by stykata sie z kazdym z wierzchotkéw bryty. Albo mniejsza sfere, ktéra
stykalaby sie z kazdym Srodkiem Sciany.

Struktura Nieba

To wilasnie zwigzek pomiedzy brytami Platonskimi a sferami zainspirowat astronoma Johannesa
Keplera. Przez wieki, astronomowie obserwowali stonce, ksiezyc, planety i prébowali stworzy¢
model ich ruchu. Konceptow bylo bez liku.

Najczesciej modele te pochodzity bardziej z filozofii niz z obserwacji. Niebo uwazane byto za co$
doskonatego, a wiec i jego modele musialy by¢ w jakims sensie doskonate.

w 1595 r., Kepler miat pomyst, by uzy¢ doskonatego piekna bry? platonskich do wyjasnienia
struktury Nieba. Zobrazowat orbity ziemi i innych planet jako cze$¢ wyimaginowanych sfer o
jednym Srodku. Proporcje pomiedzy promieniami sfer miaty by¢ wyznaczone przez bryly
platonskie.

Najbardziej wewnetrzng sferg miata by¢ orbita Merkurego. Sfera ta lezata w oSmioScianie. Na nim
opisana byla sfera bedaca orbita planety Wenus. Na niej dwudziestoScian i znow sfera z orbitg
Ziemi. Dalej dwunastoscian i w koficu czworos$cian zawierajacy orbite Jupitera, w koncu orbita
Saturna miata zawierac sie w szeScianie, na ktorym miata by¢ opisana sfera zawierajaca wszystkie
gwiazdy.

Model ten zawierat platonskie bryly kosmiczne i byt jak najbardziej odpowiedni dla rzeczy tak
majestatycznej jak uktad stoneczny. Jednym problemem bylo to, ze nie zgadzal sie z obserwacja!

Pomiar orbit planet
Dane, ktore zburzyly idee Keplera, byly zebrane dzieki wciaz ulepszanej technologii teleskopu. Jak
na ironie, to wlasnie teleskop dal Keplerowi nie tylko dane, ale i wlasciwa inspiracje.

Teleskopy opierajq sie na wlasnos$ciach optycznych soczewek i luster. Ksztalty tych soczewek i
luster opieraja sie na krzywych, ktore mozemy otrzymac przez przekréj stozka. W wyniku takiego
przeciecia stozka plaszczyzng, mozemy otrzymac piec ksztalttow: hiperbole, parabole, punkt, elipse
lub okrag. Kepler wybrat elipse i starat sie za jej pomoca opisa¢ ruch planet. W cudowny sposob
zgadzalo sie to doskonale z danymi zebranymi przez teleskopy. Rozwinat prawa rzadzace
polozeniem i predkoscia planet.

Chociaz Kepler tak doktadnie opisat ten ruch, nie byt w stanie powiedziec¢, dlaczego planety
poruszaja sie w ten wlasnie, a nie inny sposob. Problem polegal na tym, ze nie istnialy jeszcze
wtedy narzedzia matematyczne, za pomoca ktorych mogiby opisa¢ czynniki wchodzace tu w gre.

Problem w tym, ze predkosc planety i jej odleglos¢ od stonca nieustannie zmienia sie. Matematyka
Keplera nie byta w stanie uchwyci¢ takich ruchomych celow.

4. Pomiary dyskretne

Ten sam problem wystepowat przy obliczeniach znacznie bardziej przyziemnych — mianowicie
przy rzeczach takich jak beczki.

Od beczki z winem do rachunku rézniczkowego
Ot6z wiasciciele winnic nie mieli Zadnego wzoru, ktory okreslatby objetos¢ zakrzywionej beczki
wina. Nie wiadomo byto, jaki jest promien takiej beczki, gdyz wciaz sie on zmieniat — byt maty na



gorze, wiekszy w srodku, znow sie zmniejszatl na dole.

Zazwyczaj producenci wina robili to ,,na oko”. Mierzyli promien gdzie$ po srodku i uznawali, Ze
objetosc¢ beczki jest taka, jak objetos¢ walca o takim wiasnie promieniu podstawy. Ale, rzecz jasna,
czlowieka takiego jak Kepler to nie zadowalato. Kepler chciat znalez¢ lepsze rozwiazanie.
Postanowit wiec uzy¢ do zmierzenia tej objetosci nie jednego walca, ale kilku mniejszych.

Te mate walce, gdy sie ztozylo je razem, lepiej przyblizaly beczke i jej objetos¢. Kepler stwierdzit
tez, Zze im mniejsze wezmie walce, tym lepiej przyblizy beczke: suma ich objetosci bedzie coraz
blizsza objetosci beczki. A gdy wysokos¢ walcow bedzie dazy¢ do zera, bedzie mogt naprawde
zmierzy¢, jaka objetos¢ ma owa krzywa beczka.

Kepler nie byt jedynym, ktory probowat mierzy¢ skomplikowane krzywe rzeczy rozdrabniajac je na
kawatki ktére zmniejszaty sie do zera. Podobnie postepowat Caviellieri: cigt rzeczy na
nieskonczenie mate kawalki, po czym je dodawat. W koncu, aby opisac tego typu czynnosci,
powstat rachunek rozniczkowy — wynalezli go niezaleznie Newton i Leibniz.

Rachunek rozniczkowy stat sie zupelnie nowym spojrzeniem na matematyczny Swiat. Byt on w
stanie opisac jakas wciaz zmieniajaca sie wielko$¢ na krzywej i zmierzy¢ ja uzywajac
nieskonczenie matych odlegtosci.

Przyblizanie krzywych gladkich

Mierzenie nieskonczong liczba zer nie jest czynnoscia, ktéra wykonamy za pomoca linijki, ale
rachunek r6zniczkowy otworzyt matematykom okno na Swiat logiki wykraczajacej poza to, co da
sie zmierzy¢ fizycznymi narzedziami.

Do tamtego czasu, matematycy nie umieli zrobic¢ tego kroku. Uzywali tylko danych, ktore
pochodzily z pomiaréw. Na przykiad w przypadku bry? platonskich czy innych kanciastych
przedmiotow, mogli okresli¢ pewne szczeg6lne punkty przestrzeni, ktére byly potaczone
krawedziami i Scianami. Okre$lenie czego$ za pomoca informacji o ograniczonej wielko$ci nazywa
sie pomiarem dyskretnym.

W pomiarze dyskretnym , punkty majq okreslone potozenie w przestrzeni i sa potaczone liniami
prostymi. Kierunek linii zmienia sie tylko w tych danych punktach. To oznacza, ze taka dyskretna
linia — czyli linia famana — nigdy nie bedzie w stanie zmierzy¢ dlugosci linii krzywej! Nawet gdyby
punkty byly rozmieszczone bardzo blisko siebie, proste odcinki ktore je tacza bytyby wciaz droga
na skroty i miaty by mniejsza dlugosc¢ niz kawatki krzywej. Jedyng metoda jest pozostawianie
pomiarow dyskretnych i uzycie rachunku rézniczkowego, w ktorym odlegtos¢ miedzy punktami
jest zerowa.

Pole latarni Schwarza

Taka sama zasada odnosi sie do powierzchni. Ot6z pole takiej zakrzywionej gtadko powierzchni
moze by¢ przyblizone przez dyskretna siatke. Mamy na niej punkty, polaczone liniami prostymi i
ptaskimi Scianami. Jesli dodamy do siatki wiecej punktow, bedziemy mieli lepsze przyblizenie, ale
nigdy nie bedzie to top samo co nasza krzywa powierzchnia! Aby to zrobi¢, trzeba zndw uzy¢
rachunku rézniczkowego.

Sa tu jednak putapki — to, Ze punkty sitaki beda bardzo blisko siebie, nie znaczy wcale jeszcze, ze
powierzchnia siatki musi przybliza¢ powierzchnie zakrzywiona.

Wr6¢my na przyklad do prostego obiektu jakim jest walec. Zrobimy zgrubne przybliZenie jego
powierzchni siatkq zrobiong z tréjkatow. Nazywa sie jg latarnia Schwarza. Ta siatka jest oczywiscie



zbyt zgrubna, i zeby miec lepsze przyblizenie musimy do niej doda¢ wiecej punktow — oczek.

Ot6z mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby. Albo doda¢ oczka i zwiekszy¢ liczbe trojkatow wokot
walca, albo tez wzdtuz jego wysokosci.

Zwiekszenie liczby oczek na okoto walca wygladzi naszg siatke i dobrze przyblizy powierzchnie
walca. Ale gdy bedziemy dodawac¢ oczka wzdluz wysokosci walca, siatka zrobi sie jednym wielkim
zygzakiem! Dodawanie trojkatéw pionowo sprawia, ze siatka coraz bardziej zagina sie i wyglada
jak akordeon. A zatem jego powierzchnia stale sie zwieksza, i nieskonczenie przekracza
powierzchnie naszego poczatkowego walca.

Moze to sie wydawac oczywiste, bo widzimy, jak to sie dzieje. Ale gdy bedziemy dodawac¢ punkty
wokot walca i wzdhuz jego wysokosci jednoczesnie, wydaje sie Ze otrzymamy jak najbardziej
prawidlowe przyblizenie.

Tutaj juz pozory myla, bo wcigz mamy mnostwo zagiec, tak jak wczesniej. Sq one mate, ale sa.
Zaleznie od tego jak duzo oczek dodamy, powierzchnia naszej siatki bedzie mogta by¢ dowolnie
duzq liczba.

Tak wiec, nawet gdy siatka wydaje sie dobrym przyblizeniem, musimy wiedzie¢, jak sie zachowuje
w granicy. Nieskonczenie drobne siatki wcale niekoniecznie dadza nam wiasciwa odpowiedz.

5. Symulacje
Wydaje sie, iz w Swiecie, w ktorym wielkosSci zmieniaja sie w sposdb ciagly, pomiary dyskretne
moga nam dostarczyc¢ jedynie ,,potamanych”, ,,pokawatkowanych” informacji. Aby obja¢ wszystkie
dane na krzywej, pomiary dyskretne muszg by¢ w jakis sposob ,,zmiazdzone” do zera. A nawet
wtedy wcale nie wiadomo, czy dadza nam wiasciwa odpowiedz. W takim razie po co nam one?
Dlaczego matematycy mieliby uzywac¢ modeli dyskretnych do opisania rzeczy, ktére sie
nieskonczenie zmieniaja?

Matematyka dyskretna, niby tak bardzo prostacka, otrzymata niesamowity zastrzyk energii przez
wynalazek najbardziej zaawansowanego narzedzia obliczen — komputera.

Komputery, pomimo ze sg tak potezne, umiejg ,,myslec” o wszelkich obiektach jedynie za pomoca
skonczonych zbiorow liczb. Nieskonczenie wiele danych, ktére opisuje krzywa nigdy nie zmieSci
sie w jego pamieci. To oznacza, ze komputer pracuje na danych dyskretnych.

Za pomocg tego nowego narzedzia jakim jest komputer, inzynierowie mogga w liczbowym sSwiecie
skonstruowac budynek i przetestowac jego konstrukcje, omijajac wydatki i niebezpieczenstwa, na
jakie byliby narazeni w Swiecie realnym. Problemem bylo, to Ze starsze komputery nie umiaty
radzic¢ sobie ze zbyt duzq ilo$cia danych naraz. Zatem inzynierowie musieli wskrzesi¢ dyskretne
mysSlenie o Swiecie.

W miare, jak komputery stawaly sie coraz lepsze i mogty radzi¢ sobie z wiekszg iloScig danych,
inzynierowie mogli tworzy¢ dokladniejsze modele. To znaczy - okreslali swoje struktury za pomoca
wiekszej liczby punktow. Poza tym, zamiast prostokatow zaczeli uzywac trojkatow. Jak juz dobrze
wiemy, nie byl to pierwszy raz, kiedy ludzie spojrzeli na swiat jako na zbudowany catkowicie z
trojkatow.

Im mniejsze sg trojkaty w symulacjach, tym doktadniejsze dajq wyniki. Siatki w tych symulacjach
byly bardzo drobne, ale ich tréjkaty wcale nie staraly sie znikna¢ wielkoS$cia do zera. Wyniki
otrzymane dzieki tym symulacjom bardzo doktadnie przyblizaty sity dynamiczne i wytrzymatosc¢



materiatbw budowlanych.

Prace inzynieréw przyciagnety uwage matematykow. Musieli oni uznac¢ uzytecznos¢ dyskretnych
przyblizen. Widac bylo, ze opis dyskretny miat chyba jednak jaka$ wartos¢ w opisie bardzo
ztozonych zjawisk.

Pierwszym wyzwaniem jest tu zrozumienie, w jaki sposéb kanciaste linie tamane geometrii
dyskretnej moga dobrze opisa¢ co$ krzywego. Aby mu podota¢, musimy zdefiniowac cos, co
nazywa sie krzywizna.

6. Krzywizna i napiecie powierzchni

Majac dang krzywa, mozemy okresli¢ jej krzywizne za pomoca strzatki, skierowanej prostopadle do
niej. Przesuwamy strzatke wzdhuz krzywej, i a miare tego przesuwania, jej kierunek zmienia sie.
Mozemy spojrze¢ na zmiane kierunku tej strzatki jako na miare tego, jak bardzo jej droga jej
zakrzywiona. Narysujmy sobie zmieniajace sie nachylenie naszej strzatki na tuku kota. Im bardziej
strzalka skreca w trakcie swojego ruchu po krzywej, tym wieksza jest krzywizna.

Czy takie podejscie bedzie dziata¢ rowniez dla linii tamanej, ktdra nie jest tadnie, gtadko
zakrzywiona, ale ma rogi? Kiedy bedziemy przesuwac strzatke wzdtuz takiej linii, jej kierunek nie
bedzie sie zmieniat dopoki nie dotrze wiasnie do rogu - do wierzchotka. W tym punkcie nagle
zakreci i dalej sie bedzie przesuwac nie zmieniajgc kierunku . Catkowity kat zakreslony przez
strzalke moze by¢ uznany za krzywizne naszej linii famane;j.

Jesli tamana ta zamknie sie i stworzy wielokat, jej krzywizna bedzie réwna pelnemu obrotowi, 360
stopniom. I ta catkowita krzywizna nie zmieni sie nawet gdy bedziemy zmieniac¢ potozenie
poszczegolnych punktow. Zmienig sie co prawda poszczegdlne katy, ale nie catkowita krzywizna.

Mozemy tez dodawac sobie nowe wierzchotki do naszego wielokata i tworzy¢ w ten sposob wiecej
katow. Pomimo ze katow jest wiecej, krzywizna jest nadal ta sama. Tyle tylko, ze nasza linia
wyglada na bardziej gtadka. Jesli bedziemy zwiekszac liczbe bokow naszego wielokata az do
nieskonczonosci, nasza linia stanie sie catkowicie gladka. Nie ma juz ona poszczegélnych katow,
ale wcigz ma krzywizne. Co ciekawe, nasz model dyskretny — czyli ten z rogami i katami — mowi
nam tez, Zze nawet gdy bedziemy przesuwac pewne punkty krzywej, krzywizna sie nie zmieni.

Krzywizna Gaussa

Teraz zobaczmy jak to dziala w przestrzeni trojwymiarowej. Jesli mamy powierzchnie tworzong
przez dwie plaszczyzny majace wspdlng krawedz, mozemy znow uzyc¢ strzatki, ktora bedzie
skierowana prostopadle do plaszczyzny.

w kazdym punkcie plaszczyzny strzatka ma ten sam kierunek, az do momentu kiedy przesuniemy
jej przez krawedz, na druga plaszczyzne. Wtedy jej kierunek zmienia sie, i mozemy to sobie
zaznaczy¢ jako tuk na sferze. Im wiekszy kqt pomiedzy ptaszczyznami, tym dtuzszy bedzie ten tuk.

Na dhugosc tego tuku nie wplywa ani wielkosc¢ ani ksztatt naszych ptaskich Scian. Moga miec
dowolny ksztalt, nie zmienia to wcale kierunku strzatki. Liczy sie tylko kat, pod jakim Sciany sie
tacza. Mozemy nawet dodac trzecig Sciane pomiedzy nimi.

Teraz nasz ksztalt ma trzy krawedzie. Kiedy strzatka przemieszcza sie przez te krawedzie, zakresla
na sferze trojkatna late, czy plat. Teraz krzywizna naszego ksztattu jest okreslona przez pole
powierzchni tego plata. Okre$lajac krzywizne w ten sposob, otrzymujemy co$, co fachowo nazywa



sie krzywizng Gaussa. Kiedy brytka splaszcza sie i ma mniejsza krzywizng Gaussa, nasza tatka
kurczy sie. Kiedy jest bardziej zakrzywiona, tata sie powieksza.

Niestety krzywizna Gaussa nie daj nam jeszcze catej informacji, jakiej mozemy potrzebowac. Na
przyklad plaszczyzna nie ma oczywiscie krzywizny Gaussa. Kiedy zwiniemy jg w walec,
prostopadta strzatka przesunie sie po nim i zakresli na sferze pelen okrag, ale przeciez okrag nie jest
fata i nie ma pola powierzchni. A wiec nie ma tez krzywizny Gaussa.

Troche to dziwne, bo kazdy widzi, ze walec jest mniej ptaski niz plaszczyzna. Zeby okresli¢
zakrzywienie walca, potrzebujemy innego sposobu opisania krzywizny.

Napiecie i Srednia Krzywizna
Aby to uczyni¢, pomysSlmy o tym, w jaki sposdb plaszczyzna zwija sie, tworzac walec.

Otoz kiedy tamana zyskuje co do krzywizny, mozemy powiedziec, ze jeden z jej punktow jest jakby
odciggany od punktow sasiadujacych. Gdybysmy pomysleli o takiej linii jako o czyms elastycznym,
np napietej gumce, zobaczylibySmy, ze im bardziej linia jest wykrzywiona, tym bardziej jest
napieta. Mozemy powiedzie¢, ze wierzchotlek jest jakby ciagniety przez sasiadujace z nim
krawedzie i Ze to powoduje napiecie naszej linii w tym wierzchotku. Sita tego ciaggniecia, czyli
napiecie wynika z dtugosci i kierunku krawedzi. Mozemy myslec¢ o krzywiZznie jako o napieciu.

Te sama idee mozemy zastosowac w trzech wymiarach. W tym przypadku wierzchotek ciagna juz
nie krawedzie, ale Sciany sgsiadujace. Ksztalt i ustawienie kazdej Sciany zadaje pewna site, jaka
wywiera ona na wierzchotek.

7. Wygladzanie przez zageszczanie podzialu

Chociaz modele dyskretne, uzywajace linii famanych i siatek tréjkatnych, sa zupehie inne od
modeli uzywajacych gladkich krzywych, jest sposob, by przerzuci¢ pomost po ktorym bedziemy
przechodzi¢ od jednego do drugiego. Pomostem tym jest proces zwany zageszczaniem podziatu.
Wygladza on poprzez dodawanie nowych wierzchotkéw i wycinanie starych.

Na przyklad, kiedy mamy tamana, bierzemy kazdy z jej odcinkow, dzielimy go na czesci, i te
punkty podzialu wyznaczq nam teraz miejsce, w ktorym odcinamy stary wierzchotek. Teraz nasza
famana ma mniej ostre katy. No i wiecej odcinkow. Powtarzamy ten sam proces na kazdym z
nowych odcinkéw i znéw odcinamy poprzednie wierzchotki. Jesli bedziemy kontynuowac w
nieskonczonos¢, otrzymamy gladka linie okreslong w sumie przez kilka tylko punktow. Jesli
pamietamy nasze najstarsze wierzchotki, mozemy ,,kontrolowac” naszq linie tylko za pomocq nich.

Ta sama zasada dotyczy obiektow trojwymiarowych. Zamiast przecina¢ odcinki, tutaj raczej
odhlupujemy kawatki bryty. Dzielgc krawedzie i sciany, decydujemy, ktore kawatki przycigc. I znow
takie kolejne przycinania dadza nam gladkgq powierzchnie powstalg z niezbyt tadnej, rogatej siatki. I
znow, jesli zapamietaliSmy nasze najstarsze wierzcholtki, mozemy ich uzywac zeby odksztalcac
naszq gladka powierzchnie.

W ten sposoéb z siatek otrzymujemy skomplikowane gladkie ksztalty. Z czego$ ostrego i
kanciastego otrzymujemy co$ gladkiego i jakby naturalnego.

Czasem jednak musimy uzywac siatek po to, by opisa¢ cos co zawiera zarowno kawatki gladkie jak
i kanciaste.



8. O skanerach i optymalizacji

Tréjwymiarowy skaner komputerowy mierzy, w jakim miejscu tréjwymiarowej przestrzeni
potozony jest punkt danego obiektu. Skaner przebiega caty przedmiot i zapisuje potozenie ilus jego
punktow. Punkty te w komputerze skladajq sie w trojwymiarowq siatke, dajac nam Swietny model
tego przedmiotu. Niestety, istnieje pewien poziom btedu pomiaru. Bledy sa niewielkie, ale dotycza
kazdego punktu i siatka wydaje sie jakby zaburzona. Poniewaz jednak nasze punkty nie sq czescia
fizycznego przedmiotu, ale jedynie punktami matematycznymi, mozemy spokojnie uzy¢
matematycznych narzedzi aby naszq siatke wygladzic.

Napiecie i redukcja szumu

Jedna z metod jest znalezienie sity napiecia z jaka ciagna kazdy wierzchotek sasiednie trojkatne
Sciany. bierzemy te sity, sumujemy je, i przesuwamy punkt w tym wiasnie kierunku. To zmniejsza
ogoblne napiecie powierzchni, a co za tym idzie, jej krzywizne.

W ten spos6b skracamy krawedzie, ktére byly za bardzo rozciagniete, a wydluzamy te, ktore byly
za bardzo Scisniete. Zmniejszenie napiecia wokot kazdego z wierzchotkow wygladza siatke.
Niestety, nie zawsze daje to efekt, o ktéry nam chodzito. Zaburzenia pomiaru co prawda znikaja,
ale wraz z nimi krawedzie, ktére naprawde istniaty w naszym fizycznym obiekcie. Musimy znalez¢
takq metode wygladzania, ktora nie wygtadzi wszystkiego jak leci.

Wygladzanie z zachowaniem glownych cech obiektu

Kiedy redukowalisSmy napiecie naszej siatki, braliSmy pod uwage wszystkie jej wierzchotki. Ale w
naszym przypadku chodzi nam o wygladzenie jedynie tych punktow, ktore leza na powierzchniach
ptaskich albo gltadko zakrzywionych, a nie tych, ktére okreslaja wierzchotek lub krawedz naszego
fizycznego przedmiotu.

Jak je odrozni¢ majac w komputerze tylko zbior punktow, a wlasciwie liczb - ich wspotrzednych?
Ot6z najpierw szukamy tych czeSci naszej siatki, ktdre majq najwieksza krzywizne. Pamietajac, ze
krzywizna jest tym samym co napiecie, znalezliSmy w ten sposéb jakby strefy duzego duze
napiecia, i wiemy ze one wiasnie okreslajg krawedzie lub rogi fizycznego przedmiotu. I co teraz?
Otoz w obszarach gdzie napiecie jest mate, bierzemy kazdy punkt siatki i wygladzamy go jak
weczesniej, biorac pod uwage wszystkie krawedzie, ktore sie¢ w nim stykaja. W obszarach gdzie
krzywizna jest duza, zmieniamy tylko dtugosci tych krawedzi, ktore idq wzdluz napiecia, a nie
zmieniamy tych, ktore w innych kierunkach. W strefie duzego napiecia zmieniamy tylko dlugosci
tych krawedzi, ktore tacza wierzcholki lezace w tej strefie.

W ten sposéb mamy komputerowy model przedmiotu, wygtadzony a jednak o ostrych krawedziach
tam, gdzie one by¢ powinny. Napiecie powierzchniowe jest roztozone na naszej powierzchni
nieréwnomierne — i oto nam chodzito. Ale czasami jednak chodzi o co$ zgota przeciwnego — zeby
napiecie roztozy¢ jak najbardziej rownomiernie. Tak jest np z bankami mydlanymi.

9. Dyskretne banki mydlane

Dobrze wiemy, ze kiedy kawaltek drutu zawiazemy w petelke. i zanurzymy go w wodzie z
mydiem,warstwa mydta pozostanie na naszej petelce wyznaczajac ptaska powierzchnie. Mydto ma
wlasciwosci elastyczne, i zawsze sie tak uklada, Zeby zajmowana przez nie powierzchnia byta jak
najmniejsza. Taka powierzchnia ma tez rwnomiernie roztozone napiecie. Nazywamy ja

optymalna.



Napiecie w bankach mydlanych

Patrzac na mydto na poziomie mikroskopowym, zobaczymy czasteczki mydla ,,ciagnace sie”
nawzajem. Mozemy myslec¢ o tych czasteczkach jako o punktach siatki. Jesli odciggniemy ktoras z
czasteczek od jej sasiadow, wytworzymy w tym punkcie bardzo duze napiecie. Sasiadujace
czasteczki tak sie od razu ustawig, aby rozdzieli¢ to napiecie pomiedzy siebie.

Jesli na przyklad dmuchamy w powierzchnie mydlang, dodajemy cisnienia. Jesli opiszemy banke
poprzez siatke wielokatng, zobaczymy, ze powietrze dodaje napiecia, rozciggajac siatke.
Pomiedzy Scianami siatki istnieje napiecie, skierowane do wewnatrz. To wewnetrzne napiecie
rownowazy cisnienie powietrza skierowane w druga strone. W koncu, jesli wdmuchamy dos¢
powietrza, banka oderwie sie i stanie sie doskonatg sfera.

Poniewaz jesteSmy przyzwyczajeni do okragtych baniek mydlanych, to wszystko nas specjalnie nie
dziwi. PowinniSmy jednak zapyta¢, dlaczego nie umiemy robi¢ baniek o innych ksztattach?

Wydmuchac szescienng banke?

Jesli zaczniemy od kwadratowego ksztattu naszej petelki, i bedziemy w niag dmucha¢, czemu barika
nie stanie sie szeScianem? W modelu ze skanerem widzieliSmy, Ze r6zne czeSci powierzchni miaty
r6zng krzywizne. Ostre krawedzie miaty duzg krzywizne, a czesci plaskie zadnej.

Jesli nalozymy siatke na szeScienng banke, zobaczymy ten sam efekt — krzywizna bedzie roztozona
nierownomiernie. Sciany nie majg krzywizny, krawedzie i wierzchotki — duza.

Ot6z mydlo nie pozwoli na takie skupienie napiecia w niektorych miejscach. Jego elastycznosc¢
sprawi, ze czasteczki beda chciaty rozmiescic¢ to napiecie jak najbardziej rownomiernie, i w ten
sposOb wszystkie ostre krawedzie natychmiast zostang wygtadzone. To wlasnie owo wygladzajace
napiecie sprawia, ze banki sa tak okragte.

JakbyS$my nie starali sie odksztalci¢ baniek, napiecie zawsze roztozy sie rownomiernie na
powierzchni. A jednak, znajac zasady rzadzgce napieciem w siatkach dyskretnych, i znajac zasady
powstawania baniek, mozemy stworzy¢ bardzo dziwne ksztalty.

Sily wywierane na druty

W naszej zwyklej sferycznej bance, warstwa mydta jest w spoczynku. CiSnienie wewnatrz banki
wywiera pewng site na dolng ptaszczyzne, rownowazong przez cisnienie banki w punktach, w
ktdrych styka sie z drutem.

Jesli dodamy drugi drut, efekt jest ten sam. Cisnienie wywierane na druga plaszczyzne jest w
rownowadze z napieciem wokot drutu. Teraz banka jest zwigzana dwoma drutami, mozemy jq
odksztatca¢ odciagajac druty od siebie lub je do siebie zblizajac. Lub tez zmieniajac iloS¢ powietrza
w Srodku banki.

Kiedy Sciskamy i rozciggamy banke, jej napiecie wywierane przez nig na drut zmienia sie. Kiedy
banka jest rozciggana, napiecie to ciagnie ja z powrotem. Banka chce powrdci¢ do swojego
pierwotnego sferycznego ksztattu, i dlatego chce przyciagna¢ druty do siebie.

Kiedy banka jest Sciskana do wewnatrz, napiecie wywierane teraz na drut skierowane jest na
zewnatrz. Aby powrdci¢ do swojego sferycznego ksztaltu, banka chce pcha¢ druty na zewnatrz.



Stworzy¢ penta — powierzchnie

MoglibySmy wziac te rozne bankowe ksztaltowy i ostroznie sklei¢ je ze soba jak kawaitki puzzle'a.
Mozemy dodac rozciagnieta banke pomiedzy dwie potéwki banki sferycznej. Jednak w efekcie
dostajemy wyrazna site skierowana do wewnatrz, ktora Sciagnie banke do sfery.

MoglibySmy sprobowac¢ uniknac¢ tego wracania do ksztattu sfery przez ulozenie wiekszej liczby
kawatkow i zamkniecie ich w koto. Jednak i wtedy rozciggniete banki beda chciaty sciggnac
wszystko do srodka i banka znow stanie sie sfera. PotrzebowalibySmy jakiejs sity rozpychajacej, tak
by utrzymac kontrole nad rozciaggnietymi barikami.

Nasza poprzednia Sci$nieta banka miata w sobie wiasnie taka site rozpychajaca, gdyz jej napiecie,
skierowane bylo na zewnatrz. Jesli wezmiemy dwie takie Sci$niete banki, ztozymy je razem, i
utniemy ich krawedzie, nie zniszczymy owej rozpychajacej sity. Problemem jest jednak to, ze
stworzyliSmy teraz banke majacq samo — przecinajace sie krawedzie — z tego powodu nie moglaby
ona powstac z prawdziwego mydta. Nasz model pozostawit juz teraz rzeczywistos¢ w tyle i stat sie
czysto matematyczng ideq.

Do naszego pierScienia rozciggnietych baniek dodamy banki Scisniete jak szprychy do kota. Teraz
sily rozciggajace i Sciggajace sa w rownowadze. Musimy tylko starannie dobrac¢ ich wartosci.
Dostaniemy w wyniku bardzo dziwnie wygladajaca banke, ktdra jest w rownowadze.

Taka banka, zwana penta — powierzchnia, jest niestychanie skomplikowang konstrukcja. Nie moze
by¢ utworzona z rzeczywistego mydla, a jedynie z matematyki. Co wiecej, jest na tyle ztozona, ze
w obecnej chwili moze by¢ zbudowana jedynie jako dyskretna siatka.

Obecny stan rozwoju rachunku rézniczkowego jest taki, Ze nie ma dowodu istnienia penta —
powierzchni. Pomimo ze umiemy udowodnic istnienie innych zamknietych powierzchni, banki
takie jak penta powierzchnia sg niezwyklym przykladem potegi geometrii dyskretne;j.

Whioski

Kiedy matematycy po raz pierwszy odkryli rachunek r6zniczkowy, byt on dla nich sposobem na
przezwyciezenie uproszczen wprowadzanych przez widzenie Swiata w sposob dyskretny. Ponad
Yamana zobaczyli krzywa, ponad brylg — powierzchnie. Szybko jednak odkryli, ze sam rachunek
rézniczkowy ma swoje ograniczenia i ze czesto najlepszym rozwigzaniem jest powrot do prostoty i
harmonii Swiata dyskretnego.



