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�wiczenia 2

1. Przybli»anie caªki. Oszacuj caªk¦
π∫
0

sinx dx, korzystaj¡c ze wzoru (1) z vj = xj i bior¡c

w¦zªy rozmieszczone: (i) co π, (ii) co π/2, (iii) co π/4, (iv) co π/6.
Powtórz to samo wybieraj¡c vj dowolnie.
Warto±¢ tej caªki faktycznie wynosi 2. Jaki st¡d wniosek?

2. Wzór. Wyprowad¹ wzór (4) ze wzoru (3).

3. Z wykªadu. Poka», »e ci¡g Pk = (1− c)a3c3k jest geometryczny. Wska» jego iloraz.

4. Caªki z wielomianów � przykªady. Przypomnij warto±¢ caªki od 0 do a z:
(a) 1, (b) x, (c) x2, (d) x3, (e) x4.
Znajd¹ pola obszarów ograniczonych, pomi¦dzy osi¡ OX i wykresem funkcji f :

(i) f(x) = x2 − 3x,

(ii) f(x) = (5− x)(2− x),

(iii) f(x) = (x+ 1)(6− x),

(iv) f(x) = x2(6− x),

(v) f(x) = (6− x)2x,

(vi) f(x) = x3 − 8x2 + 13x− 6.

5. Caªki z wielomianów � przykªady, cd. Oblicz pole obszaru zawartego pomi¦dzy krzyw¡
y = x3 a prost¡ y = x. (Uwaga: chodzi o pole w sensie szkolnym, zawsze dodatnie).

6. Caªka sumy. Oblicz caªk¦
b∫
a

1 + x+ x2 + . . .+ xn dx.

7. Warto±¢ ±rednia. Znajd¹ pr¦dko±¢ ±redni¡ ciaªa, którego pr¦dko±¢ w chwili x wyznacza
funkcja f , w przedziale od x1 do x2:
(i) f(x) = x2, x1 = 0, x2 = 1; (ii) f(x) = x2 − 1, x1 = 0, x2 = 1.

8. Caªki wielokrotne. Oblicz:

(i)
a∫
0

1
x∫
0

1
u∫
0

1 dt du dx, (ii)
b∫
a

x∫
0

u∫
0

t2 dt du dx.

9. (*) Wyka», »e:
1∫
0

xn sinx dx < 1
n+1 . Wskazówka: ostatnia warto±¢ jest caªk¡ z xn.

10. (**) Udowodnij wzory na caªki z f1(x) = x i f2(x) = x2 od 0 do b stosuj¡c de�nicj¦ (1) z
warto±ciami vj = 1

2 (xj + xj+1).

11. (**) Przeprowad¹ wywód policzenia caªki z xn w sposób analogiczny do sposobu z wykªadu.



Przypomnienie z wykªadu � de�nicje caªki. Przypominamy dwie de�nicje caªki z wykªadu.
Pierwsza przy �równym� podziale odcinka:

b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
j=1

f(vj)∆x (1)

gdzie vj oznacza dowolny punkt z przedziaªu 〈xj , xj+1〉. (Przedziaª 〈a, b〉 podzielili±my na
n równych odcinków wprowadzaj¡c ∆x = b−a

n i punkty xj = j∆x, j = 0, 1, . . . , n). W naj-
prostszym przypadku mo»emy wzi¡¢ vj = xj .
Drugi wzór mówi tyle, »e podziaª nie musi byc równomierny, byle si¦ coraz bardziej zmniej-
szaª:

b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
j=1

f(vj)∆xj (2)

gdzie vj oznacza nadal dowolny punkt z przedziaªu 〈xj , xj+1〉, z tym »e teraz przedziaª 〈a, b〉
podzielili±my na n ju» niekoniecznie równych odcinków � wprowadzaj¡c punkty po±rednie
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b. Zakªadamy tu, »e gdy n ro±nie, to najwi¦kszy z
podziaªów ∆xj = xj+1 − xj d¡»y do zera.

Przypomnienie z wykªadu � caªka z xn. Dla dowolnej liczby naturalnej n = 0, 1, . . .

a∫
0

xn dx =
1

n+ 1
an+1, (3)

b∫
a

xn dx =
1

n+ 1
(
bn+1 − an+1

)
(a < b). (4)

Uzupeªnienie � caªki z funkcji wymiernych. Poprzednie wzory dziaªaj¡ równie» dla n =
−2,−3, . . . i dla dobrych ko«ców przedziaªów. Innymi sªowy, dla dowolnej liczby naturalnej
k wi¦kszej od 1, czyli k = 2, 3, . . ., mamy

b∫
a

x−k dx =
1

1− k

(
b1−k − a1−k

)
o ile a, b s¡ ró»ne od 0. (5)

Oczywi±cie powy»szy wzór nie mo»e dziaªa¢ dla k = 1. Dla k = 1 rzecz si¦ ma inaczej:

b∫
a

1
x
dx = ln b− ln a o ile 0 < a < b. (6)
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