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Cwiczenia 2

s
1. Przyblizanie calki. Oszacuj calke [sinz dz, korzystajac ze wzoru (1) z v; = x; 1 biorac

0
wezly rozmieszczone: (i) co m, (ii) co /2, (iii) co /4, (iv) co 7/6.
Powtoérz to samo wybierajac v; dowolnie.
Wartosé tej catki faktycznie wynosi 2. Jaki stad wniosek?

2. Wz6r. Wyprowadz wzor (4) ze wzoru (3).
3. Z wyktadu. Pokaz, 7e ciag P, = (1 — c)a®c?* jest geometryczny. Wskaz jego iloraz.

4. Calki z wielomianéw — przyklady. Przypomnij wartosé catki od 0 do a z:
@1 bz, ()2*  (d2? ()2t
Znajdz pola obszaréw ograniczonych, pomiedzy osiag OX i wykresem funkcji f:

(i) f(z)=(b—-2)(2—2a),
(iii (x +1)(6 — ),
. :$2(6—$),

5. Calki z wielomianéw — przyktady, cd. Oblicz pole obszaru zawartego pomiedzy krzywa
y = 2% a prosta y = x. (Uwaga: chodzi o pole w sensie szkolnym, zawsze dodatnie).

b
6. Calka sumy. Oblicz calke [1+x + 2?2+ ...+ 2" dx.
a

7. Wartosé srednia. Znajdz predko$é srednia ciata, ktorego predkosé w chwili x wyznacza
funkcja f, w przedziale od x1 do xa:
() flx) =22, 21 =0, 22 =1; (ii) f(x) =22 -1, 21 =0, 2 = 1.

8. Calki wielokrotne. Oblicz:

a T u bz u
(i) [1[1[1dtdudz, (ii) [ [ [t* dt dudz.
0 0 0 a0 0
1
9. (*) Wykaz, ze: [a"sinzdr < n%_l Wskazowka: ostatnia wartosé jest catka z x".
0

10. (**) Udowodnij wzory na catki z fi(z) = z i fo(x) = 2 od 0 do b stosujac definicje (1) z
wartosciami vj = 1 (z; + zj41).

11. (**) Przeprowadz wywod policzenia calki z 2™ w sposéb analogiczny do sposobu z wyktadu.



Przypomnienie z wykladu — definicje calki. Przypominamy dwie definicje catki z wyktadu.
Pierwsza przy “rownym” podziale odcinka:

b n
[ @) do = tim 3 s0)A0 1)
a J=1

gdzie v; oznacza dowolny punkt z przedziatu (z;,z;11). (Przedziat (a,b) podzieliliémy na
n rownych odcinkéw wprowadzajac Ax = b_T“ i punkty z; = jAz, j=0,1,...,n). W naj-
prostszym przypadku mozemy wziaé¢ v; = ;.

Drugi wzér moéwi tyle, ze podzial nie musi byc réwnomierny, byle sie coraz bardziej zmniej-

szal: ,
[ f@ iz = 1m 3" rw)as, 2)
a J=1

gdzie vj oznacza nadal dowolny punkt z przedziatu (z;, x;41), z tym ze teraz przedziat (a, b)
podzieliliémy na n juz niekoniecznie réwnych odcinkéw — wprowadzajac punkty posrednie
a=20 <21 <T2<...<Tp_1<zH=>0. Zakladamy tu, ze gdy n rosnie, to najwiekszy z
podziatow Ax; = ;41 — z; dazy do zera.

Przypomnienie z wykladu — calka z x™. Dla dowolnej liczby naturalnej n = 0,1, ...

a

1
/m” dr = a" (3)

n+1
0
b
/:B” dr = b (o™t — o™t (a < D). (4)
n+1
a
Uzupelnienie — calki z funkcji wymiernych. Poprzednie wzory dziataja réwniez dla n =

—2,—3,...1dla dobrych konicéw przedzialéw. Innymi stowy, dla dowolnej liczby naturalnej
k wiekszej od 1, czyli kK = 2,3, ..., mamy

b

1
kgt (pi-k_ 1k : L.
/a: dx = T % (b a ) o ile a, b sa rozne od 0. (5)

a

Oczywiscie powyzszy wzoOr nie moze dziata¢ dla k = 1. Dla k = 1 rzecz sie ma inaczej:

b
1
/da:—lnb—lna oile0 <a <b. (6)
x
a

Zadania zaczerpnigto z:
Richard Courant, Herbert Robbins, Co to jest matematyka?,

Lech Goérniewicz, Roman Ingarden, Analiza matematyczna dla fizykow, tom I.



