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�wiczenia z analizy obrazu

1. (****) Interpolacja. Mamy funkcj¦ okre±lon¡ na zbiorze {0, 1, 2, 3, 4} poprzez f(0) =
0, f(1) = f(2) = 1, f(3) = 2, f(4) = 0. Zapisz wzór funkcji okre±lonej na 〈0, 5),
która b¦dzie rozszerzeniem funkcji f i b¦dzie

(a) �kawaªkami liniowa�,

(b) �kawaªkami kwadratowa�,

(c) ró»niczkowalna.

Policz pochodne z ka»dej z tych funkcji tam, gdzie isniej¡. Policz ich caªki na
odcinku (0, 5).

2. (**) Ci¡gi funkcji. Mamy funkcj¦ f : (−1, 1)→ {0, 1} tak¡, »e f(0) = 1 i f(x) = 0
dla ka»dego x 6= 0. Jak �przybli»y¢� j¡ funkcjami, które s¡ kawaªkami liniowe?
kawaªkami trygonometryczne lub staªe? kawaªkami kwadratowe lub staªe? Dla
ka»dego przypadku wypisz ci¡g takich funkcji, które coraz lepiej przybli»aj¡ f .

Co mo»na powiedzie¢ o zachowaniu pochodnych i caªek z Twoich ci¡gów funkcji
przybli»aj¡cych f?

Jak my±lisz, jak okre±li¢ granic¦ ci¡gu funkcji?

3. (*) Nieró»niczkowalno±¢ I. Wyka», »e funkcja f(x) = |x| nie ma pochodnej w punk-
cie 0; policz jej pochodn¡ lewostronn¡ i prawostronn¡ w 0.

4. (*) Nieró»niczkowalno±¢ II. Wyka», »e funkcja g równa 0 na (0, 1〉 i 1 na(1, 2〉 nie
ma pochodnej w punkcie 1. Jaka jest granica ilorazów róznicowych w tym punkcie?

5. (****) Nieró»niczkowalno±¢ funkcji nieci¡gªej. Wyka», »e funkcja nieci¡gªa w
punkcie x0 nie ma pochodnej w tym punkcie.

6. (*) Funkcja kapeluszowa. Naszkicuj wykres funkcji �kapeluszowej�

φ(x) =

{
e
− 1

1−x2 je»eli |x| < 1
0 wpp.

7. (**) Za pomoc¡ funkcji φ z zadania 6 skonstruuj ci¡g funkcji przybli»aj¡cych funkcj¦ f
z zadania 2.

8. (****) Wyka», »e φ z zadania 6 ma pochodn¡ w ka»dym punkcie. Policz t¦ pochodn¡.
Musisz zastosowa¢ wzory na pochodn¡ funkcji zªo»onej:

f(g(x))′ = f ′(g(x)) · g′(x)
je±li f i g s¡ ró»niczkowalne. Przypominamy, »e dla n ∈ Z

(xn)′ = nxn−1, (ex)′ = ex.

Wskazówka: Oblicz najpierw pochodne funkcji ecx (gdzie c jest staª¡), ef(x), 1
1−x2 .


