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�wiczenia 1

1. Znak sumy. Zapisz za pomoc¡ znaku
∑

:

(a)
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2010

(b)
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .

(c)
3

4
+

4

9
+

5

16
+ . . .+

16

255

Zapisz bez znaku
∑

:

(d)
100∑
n=0

2n, (e)
100∑
n=0

2n+1, (f)
N∑
n=1

2n, (g)
∞∑
n=1

n

n+ 1
.

2. Szereg geometryczny. �Uzasadnij� zbie»no±¢ szeregu
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . na rysunku.

Poka», »e szereg
∞∑
n=0

2n jest rozbie»ny. (Co to znaczy?) Jakie inne szeregi (sumy) s¡

rozbie»ne? Wyprowadzamy wzór na sum¦ szeregu:

S = 1 + q + q2 + q3 + . . . = 1 + q(1 + q + q2 + . . . ) = 1 + qS

Zatem S = 1/(1− q). Czy to prawda? Kiedy mo»emy zrobi¢ takie (oczywiste niby)
przej±cie logiczne?

3. Podstawy caªkowania. Policz (a)
2∫
0

3 dx; (b)
2∫
−5

2 dx; (c)
2∫
0

−3 dx;

(d)
2∫
−5

−2 dx; (e)
3∫
0

x dx; (f)
3∫
0

3x dx; (g)
3∫
0

1
2
x dx; (h)

0∫
−3

x dx;

(i)
3∫
−3

xdx; (j)
2∫
0

1+x+x2dx; (k)
2∫
1

3+4xdx; (l)
2∫
3

4dx; (m)
2∫
3

−4dx;

(n)
3∫
2

−4 dx; (o)

1
2∫
− 1

2

x3 dx; (p)
2π∫
0

sinx dx; (q)
1∫
−1

tanx dx;

(r)
2∫
−2

x4 cos 2x sin 5x dx;

(s) Znajd¹
2∫
0

f(x) dx, gdzie f(x) = x2 dla 0 ≤ x ≤ 1 oraz f(x) = x, dla 1 ≤ x ≤ 2.



4. Podstawy caªkowania - cd. Wiemy, »e
π∫
0

sinx dx = 2 oraz
π∫
0

x4 dx = π5

5
. Oblicz

caªk¦ od 0 do π z f , gdzie

f(x) =

{
5 sinx+ 1

3
x− 2x4 dla 0 ≤ x ≤ π/2

4 cosx− 5x2 − 2x4 dla π/2 ≤ x ≤ π.

5. Podstawy caªkowania - zadanie tekstowe. Pªachta peªna cukierków ma ksztaªt
wygi¦tego prostok¡ta o wymiarach 30 m na 16 m. Przekrój pªachty, wzdªu» krót-
szego boku, przedstawia krzyw¡ o równaniu h = 1

8
sin πx

16
, gdzie h - gª¦boko±¢, x -

odlegªo±¢ od dªu»szej kraw¦dzi pªachty (w metrach). Oszacuj liczb¦ cukierków na
pªachcie. Zacznij od oszacowania obj¦to±ci cukierka.

6. Przyspieszenie, pr¦dko±¢ a droga. Narysuj wykres pr¦dko±ci od czasu i odpowia-
daj¡cy mu wykres drogi od czasu dla przypadków:
� pr¦dko±¢ zerowa
� pr¦dko±¢ staªa
� pr¦dko±¢ jednostajnie przy±pieszona. Jaki ma to zwi¡»ek z caªkowaniem? Czym
jest caªka przy±pieszenia? Zrób odpowiednie rysunki.

7. (*) Udowodnj, »e
b∫
a

f dx = −
a∫
b

f dx dla w¦zªów równoodlegªych.

8. (*) Znajd¹
b∫
a

|x|
x
dx dla a < b.

9. (*) Nie wyliczaj¡c warto±ci ustal, która caªka jest wi¦ksza
1∫
0

x dx czy
1∫
0

x3 dx.

10. (*) Wyka» nierówno±¢ 1 <
1∫
0

ex·x dx < e.

11. (*) Oszacuj z góry caªk¦
1∫
0

sinx
1+x2 dx.

12. (*) Wyka», »e
1∫
0

x− 1
100

(x2 + sin 3x+ 1
1+x

) dx < 3
2
oraz »e

1∫
0

x+ 1
1+x

dx < 3
2
.

13. (*) Wyka», »e −1 <
1∫
−1

x sin(50x) dx < 1.

Zadanie dodatkowe (**) - przybli»enie liczby π. Oblicz przybli»enie pola koªa (o
promieniu 1) metod¡ Eudoksosa - patrz wykªad inauguracyjny. Jak dobre jest to
przybli»enie przy trzecim pokryciu? Pami¦taj o zapisaniu uzasadnienia, »e w kolej-
nym przybli»eniu pokrywamy co najmniej poªow¦ pola pozostaj¡cego do obliczenia.
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