
Matematyka dla Ciekawych �wiata 24.10.2009

�wiczenia 3 dodatek � Pªatek ±niegu � krzywa Kocha

W 1904 roku szwedzki matematyk Helge von Koch skonstruowaª dziwn¡ �gur¦, która
z wygl¡du przypomina pªatek ±niegu. Oto jej kosntrukcja.

Krok pierwszy

Rysujemy trójk¡t równoboczny o dªugo±ci boku np. 1. Ka»dy bok trójk¡ta dzielimy
na trzy równe cz¦±ci i doklejamy do cz¦±ci ±rodkowej, tak jak na rysunku, trójk¡t równo-
boczny o boku trzy razy krótszym. Z trójk¡ta powstaªa 12 boczna gwiazda. Ka»dy jej
bok ma dªugo±¢ równ¡ 1

3
.

Krok drugi

Ka»dy bok gwiazdy dzielimy znowu na trzy równe cz¦±ci i do cz¦±ci ±rodkowej do-
klejamy trójk¡t równoboczny o boku trzy razy krótszym ni» poprzednio. Otrzymamy 48
boczn¡ gwiazd¦ o dªugo±ci boku 1

9
.

Kolejne kroki

W kolejnych krokach post¦pujemy podobnie jak poprzednio. W trzecim kroku po-
wstanie gwiazdka, która ma 3 · 43 jednakowej dªugo±ci boków. Rysunek poni»ej pokazuje
gwiazdk¦ po 5 krokach konstrukcji. Gwiazdka ta ma 3 · 45, czyli 3072 boki.



Konstrukcj¦ t¦ mo»emy powtarza¢ dowolnie wiele razy. Z powodu ograniczonej rozdziel-
czo±ci oka nast¦pne obrazki nie b¦d¡ si¦ ju» wiele ró»niªy od tego, co zobaczyli±my po 5
krokach, nawet zakªadaj¡c »e mieliby±my bardzo cienki oªówek do rysowania. Co si¦ dalej
b¦dzie dziaªo mo»emy ju» sobie tylko wyobra»a¢. A jak b¦dzie wygl¡daªa taka 'graniczna'
gwiazda po wykonaniu niesko«czenie wielu kroków? Okazuje si¦, »e jest to �gura o trud-
nych do wyobra»enia wªasno±ciach. Nazywamy j¡ pªatkiem ±niegu, a jej brzeg krzyw¡
Kocha.

Jest to dziwna krzywa. Ma niesko«czon¡ dªugo±¢, cho¢ ogranicza obszar o sko«czonym
polu. Czy umiesz to pokaza¢?

Trudno to sobie wyobrazi¢, ale ta krzywa nie zawiera »adnych odcinków - w ka»dym
swym punkcie ma 'zagi¦cie', a wi¦c w »adnym swym punkcie nie ma stycznej.

W 1905 roku wªoski matematyk Ernesto Cesaro zachwycony wewn¦trzn¡ niesko«czo-
no±ci¡ krzywej Kocha napisaª o niej: Gdyby byªa obdarzona »yciem, mo»na by si¦ jej
pozby¢ tylko niszcz¡c j¡ w caªo±ci. W przeciwnym razie od»ywaªaby znowu i znowu, z
gª¦bi swych trójk¡tów, tak jak czyni to »ycie we Wszech±wiecie.
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Jakie jest pole pªatka ±niegu?

Pªatek ±niegu, chocia» powstaª z sumowania niesko«czenie wielu trójk¡tów, ma sko«-
czone pole.

Przyjmijmy znów, »e bok trójk¡ta od którego zaczynamy konstrukcj¦ pªatka ma dªu-
go±¢ równ¡ 1, czyli pole trójk¡ta jest równe

√
3

4
. W pierwszym kroku dorzucamy trzy

trójk¡ty równoboczne o dªugo±ci boku 1
3
. Ka»dy z dorzuconych trójk¡tów ma wi¦c pole

dziewi¦ciokrotnie mniejsze ni» pocz¡tkowy trójk¡t; a wi¦c do poprzedniego pola nale»y
dorzuci¢

3 · 1
9
·
√

3

4
.

Przypomnijmy, »e gwiazdka ma teraz 3 · 4 boki. Popatrzmy na to, co dzieje si¦ w
nast¦pnym kroku. Ka»dy bok 'rodzi' mniejszy trójk¡cik. Boki trójk¡tów malej¡ trzykrot-
nie, a wi¦c ich pola malej¡ dziewi¦ciokrotnie. Do pola obliczonego przed chwil¡ trzeba
dorzuci¢ pola 12 nowych trójk¡cików, czyli

3 · 4 · 1
9
· 1
9
·
√

3

4
,

a boków mamy teraz 3 · 42. I co dalej? Znów z ka»dego takiego boku powstanie
trójk¡cik o polu dziewi¦¢ razy mniejszym ni» poprzednio i trzeba dorzuci¢

3 · 42 · 1
9
· 1
9
· 1
9
·
√

3

4
.

Mo»emy ju» spróbowa¢ odgadn¡¢ reguª¦ dorzucania pól. Trzeba poprzedni wynik
mno»y¢ przez 4, bo tyle razy ro±nie liczba boków, i dzieli¢ przez 9, bo tyle razy maleje
pole trójk¡ta. Krótko mówi¡c, poprzedni wynik mno»ymy przez 4

9
. Otrzymali±my wi¦c, »e

kolejno dorzucane pola tworz¡ ci¡g geometryczny o ilorazie równym 4
9
. Iloraz tego ci¡gu

jest liczb¡ dodatni¡, mniejsz¡ od 1, a wi¦c istnieje suma niesko«czenie wielu wyrazów tego
ci¡gu geometrycznego.

Pole pierwszego trójk¡ta nie pasuje do tej reguªy. To nic nie szkodzi. Zaczniemy
sumowanie od wyrazu 3 · 1

9
·
√

3
4

i to b¦dzie u nas a1. Tak wi¦c

a1 + a2 + ......
3 · 1

9
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√

3
4

1− 4
9
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.

Na koniec dorzu¢my pole wyj±ciowego trójk¡ta, które pomin¦li±my w sumowaniu, a
otrzymamy

3
√

3
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√
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5
.

Ta ko«cowa liczba to pole pªatka ±niegu.

Uwaga Ci¡g liczbowy a1, a2, ... jest ci¡giem geometrycznym, je»eli ka»dy wyraz ci¡gu
(oprócz pierwszego!) jest iloczynem poprzedniego wyrazu przez ustalon¡ liczb¦ q. Liczba
q nazywana jest ilorazem ci¡gu geometrycznego.

Suma niesko«czenie wielu wyrazów ci¡gu geometrycznego: Je»eli |q| < 1, to a1 + a2 +
..... = a1

1−q
. (to ªatwo pokaza¢)
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Jaka jest dªugo±¢ krzywej Kocha?

Przyjmijmy, »e dªugo±¢ boku trójk¡ta, którego u»yli±my do konstrukcji pªatka ±niegu,
jest równa 1. W pierwszym kroku zast¦pujemy ka»dy bok o dªugo±ci 1 czterema bokami
o dªugo±ci 1

3
, mamy wi¦c ªaman¡ o dªugo±ci 3 · 4 · 1

3
. W drugim kroku mamy 3 · 42 boków

dªugo±ci 1
32 , a wi¦c ªamana ma dªugo±¢ równ¡ 3 · 42 · 1

32 , czyli 3 ·
(

4
3

)2
. W trzecim kroku

liczba boków gwiazdki wzrosªa do 3 × 43, a dªugo±¢ ka»dego boku zmalaªa do 1
33 . Caªa

gwiazdka ma wi¦c obwód równy 3 ·
(

4
3

)3
. Po k krokach liczba boków gwiazdki jest równa

3 · 4k a dªugo±¢ boku wynosi 1
3k . Obwód gwiazdki jest zatem równy 3 ·

(
4
3

)k
. W ka»dym

nast¦pnym kroku obwód gwiazdki ro±nie. Gdy k d¡»y do niesko«czono±ci, to ci¡g liczb
postaci

(
4
3

)k
d¡»y do niesko«czono±ci, a wi¦c

lim
k→∞

3 ·
(

4

3

)k

= 3 · lim
k→∞

(
4

3

)k

=∞.

Naturalnym jest wi¦c przyj¡¢, »e krzywa Kocha ma niesko«czon¡ dªugo±¢.

Jaki jest mymiar fraktalny krzywej Kocha?

�eby zastosowa¢ de�nicj¦ wymiaru samopodobie«stwa, mo»emy policzy¢ wymiar krzy-
wej powstaªej na jednym z trzech boków pierwotnego trójk¡ta.

Spróbuj pokaza¢, »e wymiar fraktalny (podobie«stwa) tej krzywej jest równy log3 4,
czyli w przybli»eniu 1, 26. Oznacza to, »e krzywa Kocha jest 'grubsza' ni» zwykªa linia
jednowymiarowa!
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