Matematyka dla Ciekawych Swiata 24.10.2009

Cwiczenia 3 dodatek — Platek $niegu — krzywa Kocha

W 1904 roku szwedzki matematyk Helge von Koch skonstruowat dziwna figure, ktora
z wygladu przypomina ptatek éniegu. Oto jej kosntrukcja.

Krok pierwszy

Rysujemy trojkat réwnoboczny o dtugosci boku np. 1. Kazdy bok trojkata dzielimy
na trzy rowne czesci i doklejamy do czesci Srodkowej, tak jak na rysunku, trojkat rowno-
boczny o boku trzy razy krotszym. 7 trojkata powstala 12 boczna gwiazda. Kazdy jej
bok ma dtugosé rowna % .

Krok drugi

Kazdy bok gwiazdy dzielimy znowu na trzy réwne czesci i do czedci Srodkowej do-
klejamy tréjkat réwnoboczny o boku trzy razy krotszym niz poprzednio. Otrzymamy 48
boczna gwiazde o dtugosci boku é

Kolejne kroki

W kolejnych krokach postepujemy podobnie jak poprzednio. W trzecim kroku po-
wstanie gwiazdka, ktora ma 3 - 4% jednakowej dtugosci bokéw. Rysunek ponizej pokazuje
gwiazdke po 5 krokach konstrukcji. Gwiazdka ta ma 3 - 4°, czyli 3072 boki.
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Konstrukcje te mozemy powtarza¢ dowolnie wiele razy. Z powodu ograniczonej rozdziel-
czo$ci oka nastepne obrazki nie beda sie juz wiele r6znity od tego, co zobaczyliSmy po 5
krokach, nawet zaktadajac ze mielibySmy bardzo cienki otéwek do rysowania. Co sie dalej
bedzie dzialo mozemy juz sobie tylko wyobraza¢. A jak bedzie wygladata taka 'graniczna’
gwiazda po wykonaniu nieskonczenie wielu krokow? Okazuje sie, ze jest to figura o trud-
nych do wyobrazenia wtasnosciach. Nazywamy ja platkiem $niegu, a jej brzeg krzywa
Kocha.

Jest to dziwna krzywa. Ma nieskoriczona dlugo$é, cho¢ ogranicza obszar o skoriczonym
polu. Czy umiesz to pokazacé?

Trudno to sobie wyobrazi¢, ale ta krzywa nie zawiera zadnych odcinkéw - w kazdym
swym punkcie ma ’zagiecie’, a wiec w zadnym swym punkcie nie ma stycznej.

W 1905 roku wloski matematyk Ernesto Cesaro zachwycony wewnetrzng nieskonczo-
noscig krzywej Kocha napisat o niej: Gdyby byta obdarzona zyciem, mozna by sie jej
pozby¢ tylko niszczac ja w catosci. W przeciwnym razie odzywataby znowu i znowu, z
glebi swych trojkatow, tak jak czyni to zycie we Wszechswiecie.



Jakie jest pole platka $niegu?

Ptatek $niegu, chociaz powstal z sumowania nieskonczenie wielu trojkatow, ma skon-
czone pole.

Przyjmijmy znoéw, ze bok tréjkata od ktorego zaczynamy konstrukcje ptatka ma diu-
go$¢ réwna 1, czyli pole trojkata jest rowne */Tg. W pierwszym kroku dorzucamy trzy
trojkaty rownoboczne o dhugosci boku % Kazdy z dorzuconych trojkatéw ma wiec pole
dziewieciokrotnie mniejsze niz poczatkowy trojkat; a wiec do poprzedniego pola nalezy
dorzuci¢

5.1 V3
9 4

Przypomnijmy, ze gwiazdka ma teraz 3 - 4 boki. Popatrzmy na to, co dzieje sie w
nastepnym kroku. Kazdy bok 'rodzi’ mniejszy trojkacik. Boki trojkatéw malejg trzykrot-
nie, a wiec ich pola maleja dziewieciokrotnie. Do pola obliczonego przed chwilg trzeba
dorzuci¢ pola 12 nowych trojkacikow, czyli
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a bokéw mamy teraz 3 - 4%2. I co dalej? Znéw z kazdego takiego boku powstanie
trojkacik o polu dziewie¢ razy mniejszym niz poprzednio i trzeba dorzucié¢
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Mozemy juz sprobowaé¢ odgadnaé¢ regule dorzucania pol. Trzeba poprzedni wynik

mnozy¢ przez 4, bo tyle razy rosnie liczba bokow, i dzieli¢ przez 9, bo tyle razy maleje
pole trojkata. Krotko mowiac, poprzedni wynik mnozymy przez %. Otrzymali$my wiec, ze
kolejno dorzucane pola tworza cigg geometryczny o ilorazie réwnym %. lloraz tego ciagu
jest liczba dodatnia, mniejsza od 1, a wiec istnieje suma nieskoiczenie wielu wyrazéw tego
ciggu geometrycznego.

Pole pierwszego trojkata nie pasuje do tej reguty. To nic nie szkodzi. Zaczniemy
sumowanie od wyrazu 3 - % . \/Tg i to bedzie u nas a;. Tak wiec
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Na koniec dorzué¢my pole wyjsciowego trojkata, ktore pomineliémy w sumowaniu, a
otrzymamy
3v/3 N V3 2V3
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Ta koncowa liczba to pole ptatka $niegu.

Uwaga Ciag liczbowy aq, as, ... jest ciagiem geometrycznym, jezeli kazdy wyraz ciggu
(oprocz pierwszego!) jest iloczynem poprzedniego wyrazu przez ustalong liczbe ¢. Liczba
q nazywana jest ilorazem ciagu geometrycznego.

Suma nieskonczenie wielu wyrazéow ciagu geometrycznego: Jezeli |¢| < 1, to a3 + ag +

= “qu. (to tatwo pokazac)



Jaka jest dlugos$é¢ krzywej Kocha?

Przyjmijmy, ze dtugos¢ boku trojkata, ktorego uzyliSmy do konstrukeji ptatka $niegu,
jest rowna 1. W pierwszym kroku zastepujemy kazdy bok o dtugosci 1 czterema bokami
o dhugosci %, mamy wiec tamang o dlugosci 3-4 - % W drugim kroku mamy 3 - 42 bokow
dtugosci 3%, a wiec lamana ma dtugo$é rowng 3 - 42 - 3%, czyli 3 - (%)2. W trzecim kroku
liczba bokéw gwiazdki wzrosta do 3 x 43, a dlugosé¢ kazdego boku zmalala do 3% Cata
gwiazdka ma wiec obwod rowny 3 - (%)3. Po k krokach liczba bokéw gwiazdki jest rowna

3 - 4% a dtugoé¢ boku wynosi dik Obwod gwiazdki jest zatem réwny 3 - (%)k. W kazdym

nastepnym kroku obwod gwiazdki rosnie. Gdy k£ dazy do nieskonczonosci, to ciag liczb
postaci (%)k dazy do nieskonczonosci, a wiec
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Naturalnym jest wiec przyjac¢, ze krzywa Kocha ma nieskoriczong dlugosé.

Jaki jest mymiar fraktalny krzywej Kocha?

Zeby zastosowaé definicje wymiaru samopodobieristwa, mozemy policzy¢ wymiar krzy-
wej powstalej na jednym z trzech bokéw pierwotnego trojkata.

Sprobuj pokazaé, ze wymiar fraktalny (podobienstwa) tej krzywej jest rowny log, 4,
czyli w przyblizeniu 1,26. Oznacza to, ze krzywa Kocha jest 'grubsza’ niz zwykta linia
jednowymiarowa/!



