
Matematyka dla Ciekawyh �wiata 24.10 � 7.11.2009Quiz � Gdzie tkwi bª¡d?na podstawie ksi¡»ki W. Sadowskiego Femme Fatale - Trzy opowie±i okrólowej nauk. Wyd. Prószy«ski i Spóªka 2000.Które z przedstawionyh tu rozwi¡za« s¡ poprawne? Gdzie ukryªy si� bª�dy?1. Mamy ªaman¡ o k¡tah prostyh (patrz rysunek poni»ej). W kolejnyh krokah zmniej-szamy dªugo±¢ odinków o poªow�. Jaka b�dzie dªugo±¢ ªamanej po niesko«zeniewielu krokah?

(Odlegªo±¢ mi�dzy punktem poz¡tkowym a ko«owym wynosi 8).Rozwi¡zanie: linia ªamana zbi»a si� dowolnie blisko do przeiwprostok¡tnej trójk¡ta,a wi� jej dªugo±¢ wynosi 8.2. Oblizy¢ sum� niesko«zonego szeregu:
1 − 1 + 1 − 1 + 1 . . .Rozwi¡zanie 1: Sumujemy po dwa skªadniki: (1 − 1) + (1 − 1) + . . ., a wi� sumaszeregu wynosi 0.Rozwi¡zanie 2: Sumujemy po dwa skªadniki: 1− (1−1)− (1−1)+ . . ., a wi� sumaszeregu wynosi 1.



3. Wyka»emy, »e
∞ = −1.Rozwi¡zanie:Nieh q b�dzie jak¡± lizb¡ rzezywist¡. Sumujemy szereg geometryzny:

1 + q + q2 + q3 + . . . = S(Nazwali±my t� sum� S). Ci, którzy znaj¡ wzór na tak¡ sum� ze szkoªy, mog¡omin¡¢ nast�pne dwie linijki, pozostaªym przedstawiamy rahunek:
S = 1 + q + q2 + q3 + . . . = 1 + q(1 + q + q2 + q3 + . . .) = 1 + q Szatem (1 − q) S = 1zyli, dla q 6= 1 : S =

1

1 − q
.Podstawiamy teraz q = 2. Mamy:

1 + 2 + 4 + 8 + 16 + . . . = −1.Suma po lewej stronie jest równa niesko«zono±i, a zatem ∞ = −1, o byªo dowykazania.4. Pokaza¢, »e trójk¡ty prostok¡tne o wspólnej przyprostokatnej BC maj¡ równe pola.Rozwi¡zanie: Umie±¢my trójk¡ty tak jak na rysunku.
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DANietrudno spostrze, »e ka»demu pionowemu odinkowi z trójk¡ta ABC odowiadadokªadnie jeden odinek pionowy o tej samej dªugo±i w trójk¡ieBCD. Np. |FG| =
|F ′G′|, |HK| = |H ′K ′|. Oba trójk¡ty skªadaj¡ si� z tej samej lizby odinków orównej dªugo±i, a wi� ih pola musz¡ by¢ równe.2



5. Oblizy¢ sum� szeregu:
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− . . .Rozwi¡zanie 1: Najpierw prosty rahunek na uªamkah dla pierwszyh pi�iu wyra-zów daje nam:
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= 0, 78(3).Zatem aª¡ sum� mo»emy zapisa¢ tak:
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− . . .W ka»dym nawiasie otrzymujemy lizb� dodatni¡, a wi� nasz szereg mo»na zapisa¢jako 0, 78(3)− (o± dodatniego), wi� aªa suma na pewno b�dzie mniejsza ni» 0,79.Rozwi¡zanie 2: Poprzestawiajmy wyrazy szeregu tak, aby dodawa¢ trójkami: sumadwóh kolejnyh odwrotno±i lizb nieparzystyh minus odwrotno±¢ kolejnej lizbyparzystej. Zmiana kolejno±i sumowania nie mo»e, ozywi±ie, sprawi¢, »e pomi-niemy jakie± skªadniki szeregu: pr�dzej zy pó¹niej zostan¡ uwzgl�dnione. Mamywi�
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+ . . .Pierwszy skªadnik szeregu to 5/6 = 0, 8(3). Drugi skªadnik, podobnie jak ka»dynast�pny, jest dodatni. Istotnie, 1/5 > 1/8 oraz 1/7 > 1/8, zyli
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.St¡d 1/5 + 1/7 − 1/4 > 0. Analogizne rozumowanie � jak na pewno zauwa»ysz� mo»na przeprowadzi¢ dla dwolnego skªadnika trójkowego. Nasz szereg mo»emywi� zapisa¢ jako 0, 8(3)+ (o± dodatniego), wi� jego suma jest wi�ksza ni» 0,8.
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