Matematyka dla Ciekawych Swiata 24.10 — 7.11.2009

Quiz — Gdzie tkwi btad?
na podstawie ksigzki W. Sadowskiego Femme Fatale - Trzy opowiesct o
krolowej nauk. Wyd. Proészynski i Spétka 2000.
Ktore z przedstawionych tu rozwiazan sa poprawne? Gdzie ukryly sie btedy?

1. Mamy tamang o katach prostych (patrz rysunek ponizej). W kolejnych krokach zmniej-
szamy dltugo$é odcinkéw o potowe. Jaka bedzie dlugo$¢ tamanej po nieskonczenie
wielu krokach?

—kok

(Odlegtos¢ miedzy punktem poczatkowym a koricowym wynosi 8).

Rozwiazanie: linia tamana zbiza sie dowolnie blisko do przeciwprostokatnej trojkata,
a wiec jej dtugo$¢ wynosi 8.

2. Obliczy¢ sume nieskoriczonego szeregu:

1-1+1-1+4+1...

Rozwiazanie 1: Sumujemy po dwa sktadniki: (1 — 1)+ (1 —1) + ..., a wiec suma
szeregu wynosi 0.
Rozwiazanie 2: Sumujemy po dwa sktadniki: 1 —(1—1)—(1—1)+..., a wiec suma
szeregu wynosi 1.



3. Wykazemy, ze

Rozwiazanie:

Niech ¢ bedzie jaka$ liczbg rzeczywista. Sumujemy szereg geometryczny:
l+¢+¢+¢+...=5

(Nazwalismy te sume S). Ci, ktorzy znaja wzor na taka sume ze szkoly, moga
oming¢ nastepne dwie linijki, pozostaltym przedstawiamy rachunek:

S=1+q+@F+¢F+...=1+ql+q+F+3+...)=1+¢S
zatem (1—¢q)S =1
1
czyli, dla ¢ # 1 : S=—
l—¢q
Podstawiamy teraz ¢ = 2. Mamy:

1+2+44+84+16+...=—1.

Suma po lewej stronie jest réwna nieskoriczonosci, a zatem oo = —1, co byto do

wykazania.

4. Pokazac, ze trojkaty prostokatne o wspolnej przyprostokatnej BC' maja réwne pola.

Rozwiazanie: UmieSémy trojkaty tak jak na rysunku.

A G D

Nietrudno spostrzec, ze kazdemu pionowemu odcinkowi z trojkata ABC odowiada
dokladnie jeden odcinek pionowy o tej samej dtugosci w trojkacie BC'D. Np. |FG| =
|F'G'|, |HK| = |H'K'|. Oba trojkaty skladaja sie z tej samej liczby odcinkow o
rownej dlugodci, a wiec ich pola musza by¢ réwne.



5.

Obliczy¢ sume szeregu:

Rozwiazanie 1: Najpierw prosty rachunek na utamkach dla pierwszych pieciu wyra-

z6w daje nam:

] 1 n 1 1 n I 5 B
2 3 4 5 6 20
Zatem cala sume mozemy zapisaé tak:

0,78(3)—<é—%)—<%—%>—...

W kazdym nawiasie otrzymujemy liczbe dodatnia, a wiec nasz szereg mozna zapisac¢
jako 0,78(3)— (co$ dodatniego), wiec cala suma na pewno bedzie mniejsza niz 0,79.

Rozwiazanie 2: Poprzestawiajmy wyrazy szeregu tak, aby dodawa¢ trojkami: suma
dwoch kolejnych odwrotnodci liczb nieparzystych minus odwrotno$é kolejnej liczby
parzystej. Zmiana kolejnosci sumowania nie moze, oczywiscie, sprawi¢, ze pomi-
niemy jakie$ skladniki szeregu: predzej czy pdzniej zostana uwzglednione. Mamy

wiec
1+1 1 1+1 1 n 1+1 1 n
3 2 5 7 4 9 11 6

Pierwszy sktadnik szeregu to 5/6 = 0,8(3). Drugi skladnik, podobnie jak kazdy
nastepny, jest dodatni. Istotnie, 1/5 > 1/8 oraz 1/7 > 1/8, czyli

RS
5 778 8 4

Stad 1/5+1/7 —1/4 > 0. Analogiczne rozumowanie — jak na pewno zauwazysz

— mozna przeprowadzi¢ dla dwolnego sktadnika trojkowego. Nasz szereg mozemy

wiec zapisaé jako 0,8(3)+ (co$ dodatniego), wiec jego suma jest wieksza niz 0,8.




